HU215: 2^η SeirĹ Askăsewn

ParĹdosh: 2 NoembrÐou AporÐec:yannis@csd.uoc.gr

1. JewroÔme dÔo sămata x(t) kai y(t) apì ta opoÐa to èna eÐnai perittì kai to Ĺllo Ĺrtio sto diĹsthma [−T/2, T/2]. ApodeÐxte ìti: ∫_{T /2} −T /2 x(t)z(t) dt = 0

2. Estw to săma: x(t) = sin (2t) + sin (3t) 2 sin (t) (aþ) Poia eÐnai h perÐodoc tou sămatoc? (bþ) AnaptÔxte to săma se seirĹ Fourier.

(gþ) SqediĹste to fĹsma plĹtouc kai fĹshc ston kanonikopoihmèno Ĺxona 2πω.

3. JewroÔme to periodikì săma me perÐodo T_0:

x(t) = A −T_0/4 ≤ t ≤ −T_0/8 2A |t| < T_0/8 A T_0/8 ≤ t < T_0/4 Na upologistoÔn oi suntelestèc tou anaptÔgmatoc se seirĹ Fourier tou sămatoc.

4. Gia thn eÔresh enìc orjokanonikoÔ sunìlou sunartăsewn {ψ_k(t), k = 1, 2, · · · , n}, apì èna sÔnolo grammikÿn anexĹrthtwn sunartăsewn {v_k(t), k = 1, 2, · · · , n}, mporoÔme na qrhsimopoiăsoume ton anadromikì algìrijmo Gram-Schmidt:

ArqikopoÐhsh: w_1(t) = v_1(t) ψ_k(t) = w_k(t) ||w_k(t)|| w_k(t) = v_k(t) − k−1∑ i=1 < v_k(t), ψ^∗_i (t) > ψ_i(t) ìpou ||w_k(t)||^2 = ∫_{t2} t_1 |w_k(t)|^2 dt

Qrhsimopoiÿntac ton parapĹnw anadromikì algìrijmo, upologÐste gia k = 1, 2, 3 thn orjokanonikă bĹsh ψ_k(t) sto diĹsthma [0, ∞), pou parĹgetai apì tic grammikĹ anexĹrthtec sunartăseic: v_k(t) = e^{−kt} ApĹnthsh: ψ_1(t) = √ 2e^{−t} ψ_2(t) = 6e^{−2t} − 4e^{−t} ψ_3(t) = √ 6 [10e^{−3t} − 12e^{−2t} + 3e^{−t}] 5. JewroÔme th sunĹrthsh: x(t) = 1 0 ≤ t < T/2 −1 T/2 ≤ t < T UpologÐste touc bèltistouc sÔmfwna me to jeÿrhma thc kajetìthtac suntelestèc {a_1, a_2, a_3}: x(t) = 3∑ k=1 a_kψ_k(t) ìpou ψ_k(t) eÐnai oi orjokanonikèc sunartăseic pou upologÐsate sthn prohgoÔmenh Ĺskhsh.

6. ApodeÐxte ìti oi sunartăseic ψ_k(t) twn prohgoumènwn askăsewn eÐnai orjokanonikèc, dhl: ||ψ_k(t)|| = 1 < ψ_k(t), ψ^∗_l (t) > = 0 k ≠ l DeÐxte to parapĹnw gia k = 1, 2, 3.

7. DeÐxte ìti to sÔnolo twn sunartăsewn:

w_k(t) = sin ( 2π T kt) apoteleÐ èna orjogÿnio sÔnolo sunartăsewn. Pwc mporoÔme na to metatrèyoume se orjokanonikì?

8. Se aută thn Ĺskhsh ja qrhsimopoiăsoume Matlab ÿste na mporoÔme na elègqoume an oi apantăseic mac stic askăseic eÐnai swstèc. Shmantikă shmeÐwsh: eseÐc PREPEI na lÔsete tic askăseic ANALUTIKA. Edÿ aplÿc majaÐnoume pwc na elègqoume ta apotelèsmatĹ mac me to Matlab.

• Oloklărwsh.

Estw ìti jèloume na upologÐsoume to oloklărwma ∫_{2π} 0 sin^{10}(t) dt

kai na elègxoume an h lÔsh pou èqoume breÐ eÐnai h swstă. UpenjÔmish: Oloklărwsh katĹ Riemann: ∫_b a f(x) dx = lim δ → 0 N∑ i=1 f(x_i)δ_i Ti lèei to parapĹnw? Se bămata eÐnai:

(aþ) QwrÐzoume to diĹsthma [a b] se N mèrh măkouc δ_i to kajèna, kai èstw δ na eÐnai to megalÔtero apì autĹ.

(bþ) Epilègoume èna shmeÐo x_i se kĹje èna apì autĹ ta diastămata. (gþ) UpologÐzoume tic timèc thc sunĹrthshc f(x) sta shmeÐa x_i. (dþ) Tÿra èqoume N timèc thc f(x) kai N măkoi (arijmoÔc dhladă) δ_i (eþ) PollaplasiĹzoume arijmì proc arijmì tic N timèc thc f(x) me ta N δ_i kai prosjètoume to apotèlesma.

H parapĹnw sqèsh lèei ìti gia na eÐnai to oloklărwma Ðso me autì tì Ĺjroisma pou brăkame ja prèpei na qwrÐsoume me tètoio trìpo to diĹsthma [a b] ÿste akìma kai to megalÔtero diĹsthma apì ta δ_i, dhladă to δ, na eÐnai polÔ mikrì. Isìthta èqoume ìtan lim δ → 0.

Ac jewrăsoume emeÐc ìti δ_i = δ gia kĹje i dhl. qwrÐzoume omoiìmorfa to diĹsthma [a b] kai ac epilèxoume to x_i na eÐnai h arqă tou kĹje mèrouc. ArkeÐ na prosèxoume na pĹroume δ polÔ mikrì ètsi ÿste na proseggÐzoume ìso gÐnetai thn timă tou oloklărwmatoc. Epilègw na qwrÐsw to diĹsthma [0 2π] se 6001 shmeÐa:

delta = 2*pi/6000;
t = 0:delta:2*pi;

Epomènwc δ = 0.00104719755120

oloklhrwma = delta * sum( sin(t).^10 )

>> oloklhrwma =

    1.5463

• SeirĹ Fourier Sto mĹjhma èqoume deÐxei ìti h anĹptuxh se seirĹ Fourier tou sămatoc: x(t) = 1 0 ≤ t < T_0/2 −1 T_0/2 ≤ t < T_0 eÐnai: x(t) = 4 π +∞∑ k=0 1 2k + 1 sin [(2k + 1)ω_0t] = 4 π (sin (ω_0t) + 1 3 sin (3 ω_0t) + 1 5 sin (5 ω_0t) + · · ·) To parakĹtw prìgramma se Matlab upologÐzei mia prosèggish tou sămatoc x(t) qrhsimopopoiÿntac th seirĹ Fourier me 10 ìrouc. AnalÔste to prìgramma grammă proc grammă. Gia aporÐec steÐlte email sth lÐsta. Sthn prospĹjeiĹ sac na katalĹbete, sumboulă mou eÐnai na douleÔete paradeÐgmata me mikrĹ dianÔsmata (p.q. 4 diastĹsewn kai ìqi twn 100000).

To =2; % posh einai h periodo (se sec)? epilegw mia pou na mou aresei. p.x. 2
d = To/600; % posa shmeia ana periodo thelw na exw?
D = 3; % poses periodous thelw na dw?

N = 10; % posous orous sth seira Fourier tha xrhsimopoihsw?
Ao = 0; % o prwtos oros einai mhden
k = 0:N-1;
Ak = 4/pi * 1./(2*k+1); % oi 10 oroi Fourier

t = 0:d:D*To; % xronos t
w0 = 2*pi/To; % kuklikh suxnothta

x = Ao + Ak*sin( ((2*k’+1)*w0) * t);
plot(t,x);

xlabel(’Time in sec’);
ylabel(’Amplitude’);
title(’Xmmmm... doulevei!!!’);

Kalì kunăgi apantăsewn