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1 Eisagwg 

Oi perissìterec metr simec fusikèc diadikasÐec pou sumbaÐnoun ston kìsmo mac eÐnai analogikèc. Apì
thn hliak  aktinobolÐa, thn anjr¸pinh fwn , ton  qo miac lÔrac, ta seismik� kÔmata, wc mia fwtografÐa,
to qtÔpo thc kardi�c, kai ta egkefalik� kÔmata, ìla aut� eÐnai analogik� s mata.

Aut� ta s mata eÐnai sunart seic tou qrìnou, dhl. all�zoun timèc me thn p�rodì tou. O ìroc analogi-
kìc èqei thn ènnoia thc suneqoÔc sun�rthshc, se qrìno kai pl�toc, dhl. èna analogikì s ma orÐzetai gia
k�je qronik  stigm  kai èqei tim  me �peira dekadik� yhfÐa. Oi timèc autèc ekfr�zoun k�ti diaforetikì,
an�loga me thn efarmog  (p.q. sth fwtografÐa ekfr�zoun to qr¸ma tou pixel, en¸ ston  qo thn èntash
tou  qou) . Me thn èkrhxh twn hlektronik¸n upologist¸n th dekaetÐa tou '50, anazht jhke o trìpoc na
mporoÔn na apojhkeutoÔn tètoia s mata se ènan upologist , gia peraitèrw epexergasÐa. Fusik�, ènac
upologist c den katalabaÐnei sthn ousÐa tÐpota �llo ektìc apì 0 kai 1, en¸ h qwrhtikìthta kai h akrÐbei�
tou eÐnai peperasmènec. 'Etsi loipìn èprepe na brejeÐ ènac trìpoc na katagrafoÔn aut� ta analogik�
s mata se yhfiak  morf , all� me thn ikanìthta na mporoÔn na “d¸soun pÐsw”to analogikì s ma apì to
opoÐo pro ljan. Me �lla lìgia, apì to suneqèc/analogikì s ma, na mpor¸ na p�rw k�poia deÐgmat� tou,
all� aut� ta deÐgmata na eÐnai ikan� na mou d¸soun pÐsw olìklhro to suneqèc s ma! DÔskolh doulei�!
:-) H diadikasÐa metatrop c, loipìn, enìc analogikoÔ s matoc se DIAKRITO (ki ìqi yhfiakì) lègetai
DeigmatolhyÐa.

Ac d¸soume èna par�deigma thc ìlhc diadikasÐac apì thn kajhmerinìtht� sac. :-) O PloÔtarqoc
(respect), ìtan tragoud�ei mprost� se èna mikrìfwno, ta hqhtik� kÔmata apì th fwn  tou taxideÔoun
ston aèra kai ft�noun wc to mikrìfwno. Ta hqhtik� aut� kÔmata qtupoÔn èna di�fragma mèsa sto mi-
krìfwno, to opoÐo p�ei mproc - pÐsw (talant¸netai). 'Ena phnÐo, pou eÐnai sundedemèno me to di�fragma,
kineÐtai ki autì mproc - pÐsw. 'Enac magn thc pou eÐnai mazÐ me to phnÐo, par�gei magnhtikì pedÐo pou to
diapern�, kai lìgw thc mproc - pÐsw kÐnhshc tou phnÐou, par�getai ro  hlektrikoÔ reÔmatoc. To reÔ-
ma autì rèei proc ènan enisqut    mia suskeu  katagraf c (�lla mikrìfwna qrhsimopoioÔn diaforetikì
trìpo all� sthn ousÐa p�li metatrèpoun hqhtik  enèrgeia se hlektrik ). 'Ara sthn perÐptws  mac, to
analogikì s ma eÐnai hlektrikì, all� de mac apasqoleÐ h fÔsh tou s matoc. EÐnai èna s ma. Autì to
s ma jèloume na to apojhkeÔsoume se ènan upologist . Prèpei loipìn na to deigmatolhpt soume, dhl.
na dialèxoume k�poiec qronikèc stigmèc kai na p�roume tic timèc tou hlektrikoÔ s matoc se ekeÐnec tic
stigmèc, na p�roume dhl. deÐgmata tou s matoc.

Ed¸ ac k�noume mia parènjesh gia na orÐsoume lÐgo thn orologÐa. OrÐzoume wc perÐodo deig-
matolhyÐac Ts thn apìstash (se deuterìlepta) metaxÔ twn deigm�twn pou paÐrnoume. Sun jwc eÐnai
stajer . EpÐshc, orÐzoume wc suqnìthta deigmatolhyÐac fs to antÐstrofo thc periìdou deigma-

1



tolhyÐac (fs = 1
Ts
), kai eÐnai ènac arijmìc pou mac lèei pìsa deÐgmata paÐrnoume an� deuterìlepto.1 Gia

par�deigma, sta mousik� CD tou emporÐou, h suqnìthta deigmatolhyÐac eÐnai 44100 Hz. Autì shmaÐnei ìti
se èna deuterìlepto hqhtikoÔ kommatioÔ, èqoume p�rei 44100 deÐgmata, ta opoÐa apèqoun 1

44100 deuterì-
lepta metaxÔ touc! Poll� deÐgmata, polÔ kont� to èna me to �llo! Gi' autì kai h poiìthta thc mousik c
eÐnai tìso kal . Ac kleÐsoume ìmwc ed¸ thn parènjesh ki ac epistrèyoume sth jewrÐa...

Ta erwt mata pou mporeÐ kaneÐc na skefteÐ kai na jèsei �mesa eÐnai: poi� deÐgmata na p�rw? 'Opoia
jèlw? Kai k�je pìte na ta paÐrnw? 'Opote jèlw? Na p�rw dhl. èna deÐgma t¸ra ki èna deÐgma met� apì 5
sec, ki �llo èna met� apì 40 sec? 'H prèpei na up�rqei èna stajerì qronikì di�sthma sto opoÐo ja prèpei
na paÐrnw deÐgmata? Ki an ta p�rw aut� ta deÐgmata, met� ja mpor¸ na anakataskeu�sw kai na akoÔsw
to tragoÔdi tou PloÔtarqou apì èna hqeÐo   ja akoÔsw Mpetìben? (pou lèei o lìgoc :-) - enno¸ k�ti
entel¸c �sqeto me to arqikì s ma) 'Ola aut� ta erwt mata ta ap�nthse o Nyquist kai o Shannon, to
1928 o pr¸toc, kai to 1949 o deÔteroc, me k�poiec diaforèc stic ergasÐec touc. To je¸rhma pou apant�ei
se aut� ta erwt mata onom�sthke Je¸rhma twn Shannon-Nyquist2.

Je¸rhma DeigmatolhyÐac. 'Ena s ma me mègisth suqnìthta B rad/sec, mporeÐ na anakthjeÐ apì
ta deÐgmat� tou, an deigmatolhpthjeÐ me suqnìthta deigmatolhyÐac

ωs > 2B, (1)

dhl. me perÐodo deigmatolhyÐac

Ts <
2π

ωs
(2)

H sunj kh:

ωs > 2B (   Ts <
2π

2B
) (3)

lègetai sunj kh tou Shannon (h mègisth suqnìthta B sun jwc anafèretai kai sth bibliografÐa wc
ωmax)

2 JewrÐa

'Opwc prèpei na sac èqei gÐnei  dh antilhptì, to je¸rhma thc deigmatolhyÐac emplèkei mèsa to pedÐo
thc suqnìthtac, ektìc apì autì tou qrìnou. To pedÐo thc suqnìthtac, ìpwc PREPEI  dh na xèrete
polÔ kal�, den eÐnai tÐpota �llo apì thn anapar�stash tou Ðdiou s matoc wc proc th suqnìthta ω, ki ìqi
wc proc to qrìno t.
'Estw loipìn ìti èqoume èna analogikì s ma x(t) pou jèloume na deigmatolhpt soume, san ki autì sto
Sq ma 1, kai autì to s ma èqei f�sma (anapar�stash sto pedÐo thc suqnìthtac) X(ω) ìpwc faÐnetai
sto Sq ma 2. ParathreÐte ìti to f�sma tou s matoc èqei mègisth suqnìthta B. Met� th suqnìthta
aut , den up�rqoun timèc (mple gramm ) gia tic upìloipec suqnìthtec. To Ðdio kai gia to arnhtikì mèroc
twn suqnot twn. Ac k�noume t¸ra deigmatolhyÐa sto s ma mac sto qrìno, me perÐodo deigmatolhyÐac
Ts = 2π

ωs
. H sun�rthsh deigmatolhyÐac den eÐnai tÐpota �llo apì mia seir� apì tic gnwstèc mac sunart seic

Dèlta:

xδ(t) =

+∞∑
k=−∞

δ(t− kTs) (4)

H sun�rthsh deigmatolhyÐac faÐnetai sto Sq ma 3. 'Opwc faÐnetai, autèc oi sunart seic Dèlta apèqoun

1Par' ìlo pou wc t¸ra qrhsimopoioÔsame th suqnìthta ω sthn perigraf  mac, sthn prokeimènh perÐptwsh boleÔei

perissìtero gia lìgouc katanìhshc h suqnìthta f se Hz, h opoÐa metr�ei deÐgmata an� deuterìlepto.
2Edw epistrefoume sthn kuklik  suqnìthta ω pou gnwrÐzoume polÔ kal�, gia na diatup¸soume to jewrhma.
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Sq ma 1: Analogikì s ma

Sq ma 2: F�sma analogikoÔ s matoc

Sq ma 3: Sun�rthsh DeigmatolhyÐac

metaxÔ touc qrìno Ts.

O metasqhmatismìc Fourier thc sun�rthshc deigmatolhyÐac eÔkola mporeÐ na deiqjeÐ (k�nte to) ìti
eÐnai:

∆(ω) =
2π

Ts

+∞∑
k=−∞

δ(ω − kωs) (5)

Blèpoume ìti kai o metasq. Fourier eÐnai mia seir� apì sunart seic Dèlta, oi opoÐec apèqoun metaxÔ touc
ωs rad/sec. H deigmatolhyÐa mporeÐ na anaparastajeÐ loipìn majhmatik� apì ton pollaplasiasmì sto
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qrìno tou s matoc plhroforÐac x(t) me th seir� apì sunart seic Dèlta, xδ(t). 'Ara ja èqoume:

xs(t) = x(t)xδ(t) = x(t)
+∞∑

k=−∞
δ(t− kTs) =

+∞∑
k=−∞

x(kTs)δ(t− kTs) (6)

Opìte autì pou ja p�roume ja eÐnai oi kìkkinec timèc stic korufèc twn sunart sewn Dèlta. Oi upìloipec
timèc q�nontai. Autì pou mènei loipìn eÐnai to DIAKRITO s ma mac, x[n]. Autì to x[n] den eÐnai tÐpota
�llo apì tic timèc x(kTs) pou p rame parap�nw. 'Ola aut� mac ta deÐqnei epoptik� h Eikìna 4 kai 5: Ac

Sq ma 4: DeigmatolhyÐa

Sq ma 5: Deigmatolhpthmèno s ma

doÔme ti sumbaÐnei sto pedÐo thc suqnìthtac. To ginìmeno twn duo parap�nw shm�twn, xs(t) = x(t)xδ(t),
gÐnetai sunèlixh sth suqnìthta:

Xs(ω) =
1

2π
X(ω) ∗∆(ω) = X(ω) ∗ 1

Ts

+∞∑
k=−∞

δ(ω − kωs)

=
1

Ts

+∞∑
k=−∞

(
X(ω) ∗ δ(ω − kωs)

)

=
1

Ts

+∞∑
k=−∞

X(ω − kωs) (7)

'Ara loipìn, autì pou paÐrnoume sto pedÐo thc suqnìthtac sÔmfwna me thn parap�nw sqèsh, eÐnai epana-
l yeic tou f�smatoc X(ω) gÔrw apì tic suqnìthtec ±kωs. An h suqnìthta deigmatolhyÐac ωs = 2πfs
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pou epilèxame ikanopoieÐ to krit rio tou Shannon, dhl. eÐnai ωs > 2B, ìpou B h mègisth suqnìthta tou
s matoc x(t), tìte autì pou ja sumbeÐ sto pedÐo thc suqnìthtac faÐnetai sto Sq ma 6.
Ti parathroÔme kai sto Sq ma 6? ParathroÔme xan� ìti, lìgw thc diadikasÐac thc deigmatolhyÐac,

Sq ma 6: Mh epikaluptìmeno f�sma

emfanÐsthkan apì to poujen� periodikèc ��epanal yeic �� tou arqikoÔ f�smatoc gÔrw apì tic suqnìthtec
±kωs. Autì eÐnai to f�sma tou deigmatolhpthmènou (== DIAKRITOU) s matoc. Sto Sq ma 6 faÐnontai
mìno oi ��epanal yeic �� tou f�smatoc gÔrw apì tic suqnìthtec ±ωs, all� aut  h epan�lhyh suneqÐzetai
se ìla ta pollapl�sia thc ωs, apì to −∞ wc to +∞. To Ðdio f�sma dhl. emfanÐzetai kai gÔrw apì th
suqnìthta 2ωs, 3ωs, klp. To Ðdio kai stic tic arnhtikèc touc. Apl� gia lìgouc eukolÐac, ed¸ deÐqnoume
mìno tic epanal yeic gÔrw apì thn ωs kai thn −ωs.

UpenjumÐzetai ìti met� thn epexergasÐa tou diakritoÔ s matoc pou ja k�noume ston upologist , sko-
pìc mac eÐnai na mporoÔme na p�roume pÐsw to arqikì s ma, dhl. thn mplè gramm . Autì gÐnetai me thn
efarmog  enìc qamhloperatoÔ (lowpass) fÐltrou gÔrw apì to kentrikì f�sma, kìbontac ta ��perisseuoÔ-
mena�� f�smata kai krat¸ntac mìno to kentrikì, ìpwc faÐnetai sthn parak�tw eikìna. JumÐzetai ìti to
kentrikì (mple) f�sma eÐnai to f�sma tou arqikoÔ analogikoÔ s matoc, en¸ ta pr�sina ��xefÔtrwsan��
lìgw thc diadikasÐac thc deigmatolhyÐac. Opìte an jèloume na anakt soume to analogikì s ma, ja
prèpei na krat soume mìno to kentrikì f�sma, giatÐ MONO autì antistoiqeÐ sto analogikì s ma, ìpwc
deÐqnei to Sq ma 7. To fÐltro autì, pou profan¸c to orÐzoume parap�nw sth suqnìthta, dÐnetai apì thn
exÐswsh:

H(ω) =
2π

ωs
rect(

ω

ωs
) = Tsrect(

ω

ωs
) (8)

Autì shmaÐnei ìti to par�juro orÐzetai sto di�sthma [−ωs/2, ωs/2]. O antÐstrofoc metasq. Fourier tou
s matoc autoÔ -deÐxte to- eÐnai:

h(t) = sinc(
t

Ts
) (9)

Pollaplasi�zontac to s ma H(ω) me to f�sma tou diakritoÔ s matoc
1

Ts

+∞∑
k=−∞

X(ω − kωs), ja èqoume:

1

Ts
H(ω)

+∞∑
k=−∞

X(ω − kωs) =
1

Ts
TsX(ω) = X(ω), (10)

afoÔ to H(ω) eÐnai mh mhdenikì sto di�sthma [−ωs/2, ωs/2].
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Sq ma 7: FÐltro anakataskeu c

Tèloc, to ginìmeno sth suqnìthta gÐnetai sunèlixh sto qrìno:

h(t) ∗
+∞∑

k=−∞
x(kTs)δ(t− kTs) =

+∞∑
k=−∞

x(kTs)h(t− kTs) =

+∞∑
k=−∞

x(kTs)sinc(
t

Ts
− k) (11)

H parap�nw sqèsh eÐnai polÔ shmantik . Mac lèei ìti, idanik�, èna analogikì s ma (to opoÐo orÐzetai
se k�je qronik  stigm  - �ra se �peirec qronikèc stigmèc) mporeÐ na anakataskeuasteÐ ìtan ta deÐgmat�
tou x(kTs) (dhl. apì k�poiec diakritèc mìno qronikèc stigmèc tou s matoc) sunduastoÔn grammik� me th
sun�rthsh sinc.

Ac epanèljoume lÐgo sto f�sma tou diakritoÔ s matoc, pou to parajètoume parak�tw gia eukolÐa,
sto Sq ma 8. Parathr ste lÐgo to dexÐ �kro thc mplè gramm c kai to aristerì �kro thc pr�sinhc gramm c
(tou dexioÔ f�smatoc). Blèpete ìti to èna èqei suqnìthta B kai to �llo èqei suqnìthta ωs − B. An
aut� ta duo �kra  tan pio kont�, ìpwc faÐnetai sto sq ma (dhl. an h ωs  tan ��pio kont��� sto mhdèn
ap' ìti thn eÐqame b�lei arqik�, sto Sq ma 6), tìte ja ��èmpaine�� to èna f�sma mèsa sto �llo, ja eÐqame
dhl. epik�luyh sta f�smata, ìpwc faÐnetai sto Sq ma 8. Gia na mh sumbaÐnei autì, katalabaÐnete ìti
prèpei to aristerì �kro thc pr�sinhc gramm c na eÐnai PANTA megalÔtero apì to dexÐ �kro thc mplè
gramm c, dhl. na isqÔei B < ωs − B ⇔ ωs > 2B, pou eÐnai to krit rio tou Shannon. Aut  ousiastik�
eÐnai h apìdeixh tou jewr matoc thc deigmatolhyÐac (qwrÐc majhmatik� :-) ). Proèrqetai apl� apì thn
parat rhsh autoÔ tou sq matoc. DeÐte parak�tw, sto Sq ma 8, ti sumbaÐnei an to krit rio tou Shannon
parabi�zetai, dhl. h suqnìthta deigmatolhyÐac ωs eÐnai mikrìterh apì th dipl�sia mègisth suqnìthta B
tou s matoc. Blèpete ìti plèon h mplè gramm  den eÐnai h Ðdia me prin. Sta �kra thc èqoun prostejeÐ
suqnìthtec “xènec”, kai èqoun alloi¸sei to kentrikì f�sma. KatalabaÐnete ti gÐnetai an h ωs eÐnai akìma
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Sq ma 8: F�sma me xènec suqnìthtec

pio kont� sto mhdèn... qamìc! To fainìmeno autì thc epik�luyhc twn fasm�twn onom�zetai Aliasing
sta Agglik�, en¸ den èqw idèa pwc mporeÐ k�poioc na to metafr�sei sta Ellhnik� qwrÐc na bgei mia lèxh
pou na hqeÐ par�xena :-)

3 Parathr seic

1. Prosèxte ìti sthn parap�nw an�lus  mac, jewr same ìti to x(t) eÐnai èna s ma peperasmènhc z¸nhc
suqnot twn, dhl. to f�sma tou, X(ω), eÐnai mh mhdenikì se èna peperasmèno di�sthma suqnot twn.
Autì mporeÐ na MHN isqÔei p�nta, kai pr�gmati DEN isqÔei gia ìla ta s mata pou mporoÔme na
kataskeu�soume sthn pr�xh, mia kai ìla ta uparkt� s mata eÐnai peperasmènhc di�rkeiac sto qrìno,
�ra �peirhc di�rkeiac sth suqnìthta! :-) Tìte prèpei na efarmìsoume sto f�sma tou s matoc èna
fÐltro, san to H(ω) pou eÐdame, ¸ste na periorÐsoume to eÔroc z¸nhc tou, ¸ste na isqÔei h an�lush
pou k�name parap�nw. To fÐltro autì prèpei na eÐnai kat�llhlo ¸ste na mhn “kìbei”meg�lo komm�ti
ap' thn plhroforÐa tou s matoc.

2. DeÐte to fÐltro H(ω) pou qrhsimopoi same sthn an�lus  mac (Sq ma 7). Autì to fÐltro eÐnai
idanikì, all�zei timèc sta �kra tou me akariaÐo trìpo, eÐnai asuneqèc kai �ra mh ulopoi simo sthn
pr�xh, ìmwc up�rqoun arket� parìmoia pou to proseggÐzoun. Aut  h “paraq¸rhsh”pou k�noume
eis�gei paramìrfwsh sto s ma mac, all� den mporeÐ na gÐnei alli¸c... :-(

3. H sun�rthsh deigmatolhyÐac xδ(t) epÐshc den mporeÐ na ulopoihjeÐ sthn pr�xh. ProseggÐzetai
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arket� kal� ìmwc apì tetragwnikoÔc palmoÔc (antÐ gia sunart seic Dèlta) me polÔ mikrì eÔroc,
ìpwc o palmìc pou eÐdame sto Kef�laio gia to metasq. Fourier

δ(t) ≈ 1

ε
rect

( t
ε

)
(12)

ìpou ìso to ε→ 0, tìso h prosèggish plhsi�zei pio kont� sth jewrhtik  sun�rthsh Dèlta.

4. H sunj kh tou Shannon den eÐnai anagkaÐa gia th swst  an�kthsh tou s matoc. GiatÐ? DeÐte to
parak�tw par�deigma:
'Estw x(t) ↔ X(ω), me ω ∈ [−B,B]. 'Estw y(t) = x3(t), �ra ja eÐnai Y (ω) 6= 0 sto [−3B, 3B].
Gia an�kthsh tou s matoc sÔmfwna me ta ìsa èqoume pei, prèpei ωs > 6B. 'Estw ìti to deigma-
tolhptoÔme me ωs = 2B. Ti sumbaÐnei? Profan¸c up�rqoun epikalÔyeic sto f�sma tou diakritoÔ
s matoc y(nTs). 'Omwc gia deÐte thn di�taxh sto Sq ma 9. GÐnetai   ìqi swst  an�kthsh tou
s matoc apì thn parap�nw di�taxh? :-)

Sq ma 9: Di�taxh an�kthshc s matoc

4 SunoyÐzontac...

Kat� th di�rkeia thc deigmatolhyÐac, prèpei na prosèqoume ¸ste h suqnìthta deigmatolhyÐac ωs na
eÐnai megalÔterh apì th dipl�sia mègisth suqnìthta B tou s matoc pou jèloume na deigmatolhpt soume,
dhl. na eÐmaste sÔmfwnoi me to krit rio tou Shannon.

An sumbaÐnei autì, tìte DEN èqoume epikalÔyeic sto kentrikì f�sma, kai mporoÔme na anakt soume to
arqikì f�sma mèsw enìc qamhloperatoÔ fÐltrou pou kìbei tic epanal yeic tou f�smatoc stic suqnìthtec
±kωs.

An den ikanopoieÐtai to krit rio tou Shannon, tìte èqoume epikalÔyeic (aliasing) sto f�sma tou dia-
kritoÔ s matoc, kai tìte den mporoÔme na anakt soume to arqikì f�sma me qr sh tou qamhloperatoÔ
fÐltrou. Autì de shmaÐnei ìti den mporoÔme na k�noume tÐpota. An�loga thn perÐptwsh Ðswc mporoÔme
na katafÔgoume se di�forec lÔseic gia na anakt soume xan� to s ma mac (oi opoÐec de mac endiafèroun
ed¸ fusik�) :-) .

5 Ask seic

1. 'Ena suneqèc s ma thc morf c

x(t) = 3 cos(400πt) + 5 sin(1200πt) + 6 cos(4400πt)

deigmatolhpteÐtai me fs = 4kHz, par�gontac thn akoloujÐa x[n]. BreÐte th majh-
matik  èkfrash tou x[n].

LÔsh:

Profan¸c t = nTs = n 1
4000sec. 'Ara ja eÐnai:

x[n] = 3 cos(400πnTs)+5 sin(1200πnTs)+6 cos(4400πnTs) = 3 cos(
nπ

10
)+5 sin(

12nπ

40
)+6 cos(

44nπ

40
)
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2. DeÐxte ìti
+∞∑

k=−∞
δ(t− kT) =

1

T

+∞∑
k=−∞

ejkω0t.

LÔsh:
Parathr ste ìti to �jroisa twn sunart sewn Dèlta eÐnai periodikì: epanalamb�netai k�je T
qronikèc stigmèc. 'Ara mporoÔme na to anaptÔxoume se seir� Fourier. Profan¸c h perÐodìc tou
eÐnai T kai k�je mia perÐodoc perilamb�nei mìno mia sun�rthsh Dèlta. Ac broÔme touc suntelestèc
Fourier, Xk:

Xk =
1

T

∫ T/2

−T/2
x(t)e−jkω0tdt =

1

T

∫ T/2

−T/2
δ(t)e−jkω0tdt =

1

T

giatÐ ∫ T/2

−T/2
δ(t)ejkω0tdt = 1e0 = 1

'Ara

x(t) =

∞∑
k=−∞

Xke
jkω0t =

∞∑
k=−∞

1

T
ejkω0t =

1

T

∞∑
k=−∞

ejkω0t (13)

pou eÐnai kai to zhtoÔmeno.

3. DeÐxte ìti to fÐltro

h(t) =
sin(2πωct)

πωst
,

me ωM < ωc < ωs − ωM kai ωs = 2π
Ts

paÐrnei thn tim  h[nTs] = δ[n] gia k�je n, an isqÔei
ìti ωc = ωs

2 . DÐnetai ìti h diakrit  sun�rthsh Dèlta (  alli¸c Dirac Dèlta)
orÐzetai wc:

δ[n] =

{
1, n = 0,
0, alloÔ

LÔsh:
Antikajist¸ntac, èqoume

h(t) =
sin(2πωct)

πωst
=

sin(2πωst/2)

πωst
=

sin(πωst)

πωst
= sinc(ωst)

Deigmatolhpt¸ntac me ωs = 2π
Ts
, èqoume

h[nTs] = sinc(n/Ts)←→ h[n] = sinc(n/Ts)

Profan¸c, epeid  to sugkekrimèno sinc mhdenÐzetai stic jèseic

πn

Ts
= kπ ⇔ n = kTs, k ∈ Z

kai oi timèc tou h[n] eÐnai akrib¸c p�nw se aut� ta shmeÐa mhdenismoÔ, isqÔei ìti

h[n] =

{
sinc(0) = 1, n = 0,
sinc(nTs) = 0, n 6= 0

pou ousiastik� eÐnai o orismìc thc diakrit c sun�rthshc Dèlta, �ra

h[n] = δ[n] (14)
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4. 'Estw to s ma x(t) me metasq. Fourier X(ω), o opoÐoc èqei mh mhdenikèc timèc
sto di�sthma [−B,B]. BreÐte thn suqnìthta Nyquist gia th deigmatolhyÐa twn
parak�tw shm�twn:

(aþ) x(t)

(bþ) x(t− t0)

(gþ) x(t)ejω0t

(dþ) x(t− t0) + x(t + t0)

(eþ)
dx(t)

dt
(�þ) x(t)x(t)

(zþ) x(t) ∗ x(t)

LÔsh:
Profan¸c h el�qisth suqnìthta deigmatolhyÐac (suqnìthta Nyquist) kajorÐzetai MONO apì to
f�sma tou s matoc. 'Ara:

(aþ) H mègisth suqnìthta eÐnai B, �ra h suqnìthta Nyquist eÐnai ωs = 2B.

(bþ) IsqÔei ìti
x(t− t0)↔ X(ω)e−jωt0

H mègisth suqnìthta tou s matoc paramènei B, �ra h suqnìthta Nyquist eÐnai ωs = 2B.

(gþ) IsqÔei ìti
x(t)ejω0t ↔ X(ω − ω0)

To s ma èqei metatopisteÐ gÔrw apì th suqnìthta ω0, �ra h mègisth suqnìtht� tou eÐnai plèon
ω0 +B, �ra ωs = 2(ω0 +B).

(dþ) IsqÔei ìti

x(t− t0) + x(t+ t0)↔ X(ω)e−jωt0 +X(ω)ejωt0 = 2X(ω) cos(ωt0)

H mègisth suqnìthta tou f�smatoc paramènei B, �ra ωs = 2B.

(eþ) IsqÔei ìti
dx(t)

dt
↔ jωX(ω)

Ki ed¸, h mègisth suqnìthta tou f�smatoc paramènei B, �ra ωs = 2B.

(�þ) IsqÔei ìti

x(t)x(t)↔ 1

2π
X(ω) ∗X(ω)

H sunèlixh, ìpwc èqoume dei, duo shm�twn pou eÐnai mh mhdenik� se peperasmèna diast mata
eÐnai mh mhdenik  sto di�sthma pou orÐzetai ¸c to �jroisma twn �krwn twn diasthm�twn. 'Ara
to f�sma eÐnai mh mhdenikì sto di�sthma [−B − B,B + B] = [−2B, 2B]. Opìte h suqnìthta
Nyquist eÐnai ωs = 4B.

(zþ) IsqÔei ìti
x(t) ∗ x(t)↔ X(ω)X(ω) = X2(ω)

Profan¸c h suqnìthta Nyquist eÐnai ωs = 2B.
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5. BreÐte th suqnìthta Nyquist gia ta s mata

(aþ) sinc2(100t)

(bþ) 0.01sinc2(100t)

(gþ) sinc(100t) + 3sinc2(60t)

(dþ) sinc(50t)sinc(100t)

LÔsh:
EÐnai

(aþ) sinc2(100t)↔ 1
100 tri

(
ω

200π

)
'Ara h mègisth suqnìthta tou s matoc eÐnai 200π rad/sec, �ra h

suqnìthta Nyquist ja eÐnai ωs = 400π rad/sec.

(bþ) H allag  sto pl�toc den ephre�zei to f�sma, �ra ki ed¸ ωs = 400π rad/sec.

(gþ) sinc(100t) + 3sinc2(60t) ↔ 1
100rect

(
ω

200π

)
+ 3 1

60 tri
(

ω
120π

)
, ara h mègisth suqnìthta eÐnai

120π rad/sec, opìte h suqnìthta Nyquist eÐnai ωs = 240π rad/sec.

(dþ) sinc(50t)sinc(100t)↔ 1
50rect

(
ω

100π

)
1

100rect
(

ω
200π

)
, �ra h mègisth suqnìthta eÐnai 100π rad/sec,

opìte h suqnìthta Nyquist ja eÐnai ωs = 200π rad/sec.
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