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ΛΥΣΕΙΣ ΤΕΤΑΡΤΗΣ ΣΕΙΡΑΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

1. Συνέλιξη

(α΄) Σχεδίαση σηµάτων

Συνέλιξη
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i.

t < 0 : Cxy =

∫ t

−∞
1(−2e2τdτ) =

[
−21

2
e2τ
]t
−∞

=
[
−e2τ

]t
−∞

= −e2t + lim
t→−∞

e2t = −e2t

ii.

t ≥ 0 : Cxy =

∫ 0

−∞
−2e2τdτ +

∫ t

0
2e−τdτ =

[
−e2t

]
t=0

+

[
2

−1
e−τ
]t
0

= −e0 − 2e−t + 2e0

= −1− 2e−t + 2 = 1− 2e−t

(ϐ΄) Σχεδίαση των σηµάτων

Συνέλιξη
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i.

t+ 1 < 0→ t < −1
Cxy = 0

ii.
−1 + t ≤ 0,

t+ 1 > 0,

}
− 1 < t ≤ 1

Cxy =

∫ t+1

0
1
1

3
τdτ =

[
1

6
τ2
]t+1

0

=
1

6
(t+ 1)2

iii.
−1 + t > 0,

t+ 1 ≤ 3,

}
− 1 < t ≤ 2

Cxy =

∫ t+1

t−1

1

3
τdτ =

[
1

6
τ2
]t+1

t−1
=

1

6

[
(t+ 1)2 − (t− 1)2

]
=

1

3
2t =

2

3
t

iv.
t+ 1 > 3,

t− 1 ≤ 3,

}
2 < t ≤ 4

Cxy =

∫ 3

t−1

1

3
τdτ =

[
1

6
τ2
]3
t−4

= −1

6
(t− 1)2 +

9

6
=

3

2
− 1

6
(t− 1)2

v.

Cxy = 0, t− 1 > 3→ t > 4

(γ΄) Σχεδίαση

Συνέλιξη
i.

t ≤ 0 : Cxy = 0

ii.

0 ≤ t ≤ 2 : Cxy =

∫ t

0
τdτ =

[
1

2
τ2
]t
0

=
1

2
t2
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iii.

2 < t ≤ 4 : Cxy =

∫ 2

0
τdτ +

∫ t

2
(−τ + 4)dτ =

[
1

2
τ2
]2
0

−
[
1

2
(−τ + 4)2

]t
2

= 2− 1

2
(−t+ 4)2 +

1

2
(−2 + 4)2 = 4− 1

2
(−t+ 4)2

iv.

t > 4 : Cxy =

∫ 2

0
τdτ +

∫ 4

2
(−τ + 4)dτ =

[
4− 1

2
(−t+ 4)2

]
t=4

= 4

(δ΄) Σχεδίαση

Συνέλιξη
i.

t ≤ 3 : Cxy =

∫ −1+t
−∞

2(−1)dτ =

[
−2− 1

2
τ

]−1+t
−∞

= −(t− 1)2 + lim
τ→−∞

τ = −∞

ii.

t > 3 : Cxy =

∫ 2

−∞
2(−1)dτ = [−2τ ]2−∞ = −4 + lim

τ→−∞
τ = −∞

(ε΄)
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x(t) ? y(t) = [2δ(t+ 1)− δ(t− 1)] ? ε(t− 2)

= 2δ(t+ 1) ? ε(t− 2)− δ(t− 1) ? ε(t− 2)

= 2δ(t− (−1)) ? ε(t− 2)− δ(t− 1) ? ε(t− 2)

= 2ε(t− 1)− ε(t− 3)

(ϝ΄)

x(t) ? y(t) = 2tri(t− 2) ? δ(t+ 2) + 2tri(t− 2) ? (−3δ(t− 1))

= 2tri(t)− 6tri(t− 3)
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2. Συνέλιξη και Συστήµατα

h(t) =(2e−3t − e−2t)ε(t) = 2e−3tε(t)− e−2tε(t)

F {h(t)} =H(f) = F
{
2e−3tε(t)

〉
+ F

{
−2−2tε(t)

}
=

1

3 + j2πf
− 1

2 + j2πf
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(α΄)

x(t) = e−tε(t)→ X(f) =
1

1 + j2πf

Y (f) = H(f)X(f)

Y (f) =

(
1

3 + j2πf
− 1

2 + j2πf

)
1

1 + j2πf

Θέτω x = j2πf

Y (x) =

(
2

3 + x
− 1

2 + x

)
1

1 + x
=

2

(3 + x)(1 + x)
− 1

(2 + x)(1 + x)

•

2

(3 + x)(1 + x)
=

A

3 + x
+

B

1 + x

A =
2

(3 + x)(1 + x)
|x=−3 =

2

−1
= −1

B =
2

(3 + x)(1 + x)
|x=−1 =

2

2
= 1

•

1

(2 + x)(1 + x)
=

Γ
2 + x

+
∆

1 + x

Γ =
1

(3 + x)(1 + x)
|x=−2 =

1

−1
= −1

∆ =
1

(3 + x)(1 + x)
|x=−1 =

1

1
= 1

Y (x) =
−1

3 + x
+

1

1 + x
− 1

2 + x
+

1

1 + x

΄Αρα

Y (t) = −e−3tu(t) + e−1tu(t)− e−2tu(t) + e−tu(t)
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(ϐ΄)

x(t) =e−2tu(t)

X(f) =
1

2 + j2πf

Θέτω x = j2πf

Y (x) =
2

(3 + x)(2 + x)
− 1

(2 + x)2
=

2A

3 + x
+

2B

2 + x
− 1

(2 + x)2

A =
1

(3 + x)(2 + x)
|x=−3 = −1

B =
1

(3 + x)(2 + x)
|x = −2 = 1

Y (x) =
−2

3 + x
+

2

2 + x
− 1

(2 + x)2

y(t) =− 2e−3tu(t) + 2e−2tu(t)− te−2tu(t)
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(γ΄)

x(t) =− etε(−t+ 1) = −etε(−(t− 1)) = −et−1eε(−(t− 1)) = e[−et−1ε(−(t− 1))]

F {x(t)} = −e 1

1− j2πf
e−j2πf

Θέτω x = j2πf

Y (x) =− e 1

1− x
e−x

(
2

3 + x
− 1

2 + x

)
= −ee−x

[
2

(3 + x)(1− x)
− 1

(1− x)(2 + x)

]
=− ee−x

(
A

3 + x
+

B

1− x
− Γ

1− x
− ∆

2 + x

)
A =

2

(3 + x)(1− x)
|x=−3 =

1

2

B =
2

(3 + x)(1− x)|x=1
=

1

2

Γ =
1

(1− x)(2 + x)
|x=1 =

1

3

∆ =
1

(1− x)(2 + x)
|x=−2 =

1

3

Y (x) =
−1

2ee
−x

3 + x
+
−1

2ee
−x

1− x
+

1
3ee
−x

1− x
+

1
3ee
−x

2 + x

΄Αρα

Y (f) =− 1

2
e
e−j2πf

3 + j2πf
− 1

2
e
e−j2πf

1− j2πf
+

1

3
e
e−j2πf

1− j2πf
+

1

3
e
e−j2πf

2 + j2πf

y(t) =− 1

2
ee−3(t−1)u(t− 1)− 1

2
eet−1u(−t+ 1) +

1

3
eet−1u(−t+ 1) +

1

3
ee−2(t−1)u(t− 1)

=− 1

2
e−3t+4u(t− 1)− 1

2
etu(−t+ 1) +

1

3
etu(−t+ 1) +

1

3
e−2t+3u(t− 1)

3. Συσχέτιση - Ι

(α΄) Είναι x(t) = e−tu(t) και y(t) = e2tu(−t)

φxy(τ)↔ X(f)Y (−f) (1) ή
∫∞
−∞ x

∗(t)y(t− τ)dt (2)

Από την (1):

τ < 0 : φxy = 0

τ ≥ 0 :

∫ τ

0
x∗(t)y(t− τ)dt =

∫ 2

0
e−te2tdt =

∫ τ

0
etdt = [et]τ0 = eτ − 1

(ϐ΄) Είναι x(t) = 1
2e
−(t+2)u(t+ 2) και y(t) = 2rect

(
t−2
2

)
i.

3 + τ < −2 → τ < −5
φxy = 0
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ii.
1 + τ < −2,
3 + τ ≥ −2,

}
− 5 ≤ τ < −3

φxy =

∫ τ+3

−2
2
1

2
e−(t+2)dt =

[
1

−1
e−(t+2)

]τ+3

−2
= −e−(τ+3+2) + e−(−2+τ) = −e−(τ+5) + 1

iii.

τ + 1 ≥ −2 → τ ≥ −3

φxy =

∫ 3+τ

1+τ
2
1

2
e−(t+2)dt =

[
−e−(t+2)

]3+τ
1+τ

= −e−(3+τ+2) + e−(1+τ+2)

= −e−(5+τ) + e−(3+τ)

φxy =


0 τ < −5
−e−τe−5 + 1 −5 ≤ τ < −3
e−τ (e−3 − e−5) τ ≥ −3.

4. Συσχέτιση - ΙΙ

(α΄)

φxy =

∫ ∞
−∞

x∗(τ)y(t+ τ)dτ = F {φxy(t)} =
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

x∗(τ)y(t+ τ)dτe−j2πftdt

ϑέτω t′ = t+ τ

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

x∗(τ)y(t′)e−j2πf(t
′−τ)dτdt′ =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

x∗(τ)ej2πfτdτy(t′)e−j2πft
′
dt′

=

∫ ∞
−∞

y(t′)e−j2πft
′
dt′
∫ ∞
−∞

x∗(τ)ej2πfτdτ = Y (f)X∗(f)

διότι

X(f) =

∫ ∞
−∞

x(τ)e−j2πfτdτ

X∗(f) =

∫ ∞
−∞

x∗(τ)ej2πfτdτ

(ϐ΄)

φxy(−t) =

∫ ∞
−∞

x∗(τ)y(−t+ τ)dτ

φ∗xy(−t) =

∫ ∞
−∞

x(τ)y(−t+ τ)∗dτ

ϑέτω t′ = −t+ τ

=

∫ ∞
−∞

x(t′ + t)y(t′)dt′ =

∫ ∞
−∞

y(t′)x(t′ + t)dt′ = φyx(t)
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(γ΄)

φ∗xy(−t) = φyx(t)

Παίρνω τα συζυγή των δύο µελών της εξίσωσης
φxy(−t) = φ∗yx(t)

Θέτω όπου t το -t
φxy(t) = φ∗yx(−t)

5. Η Αρχή της Απροσδιοριστίας στην Ανάλυση Fourier

(α΄)

x(t) = Acos(2πf0t) =
ej2πf0t + e−j2πf0t

2
=
A

2
ej2πf0t +

A

2
e−j2πf0t

(ϐ΄) w(f) = rect
(
t
T0

)
↔ T0sinc(fT0)

(γ΄) Παρατηρούµε ότι όσο αυξάνει η χρονική διάρκεια του παραθύρου, µειώνεται το εύρος
Ϲώνης του κεντρικού λοβού στην συχνότητα (σχήµα αριστερά) ενώ όσο µικραίνει το χρο-
νικό εύρος του παραθύρου αύξανει το συχνοτικό εύρος που καταλαµβάνει ο κεντρικός
λοβός (σχήµα δεξιά).



ΗΥ215 - 2014/Τέταρτη Σειρά Ασκήσεων 12

(δ΄)

y(t) = Acos(2πf0t)rect

(
t

T0

)
= w(t)

A

2
e−j2πf0t + w(t)

A

2
ej2πf0t

Y (f) =
A

2
F
{
w(t)e−j2πf0t

}
+
A

2
F
{
w(t)ej2πf0t

}
=
A

2
W (f − f0) +

A

2
W (f + f0)

(ε΄)

X(f) ∗W (f) =
A

2
δ(f + f0) ∗ T0sinc(fT0) +

A

2
δ(f − f0) ∗ T0sinc(fT0)

=
AT0
2
sinc(T0(f − f0)) +

AT0
2
sinc(T0(f + f0))

Συνέλιξη στην συχνότητα σηµαίνει πολλαπλασιασµό στον χρόνο. Εποµένως το Ϲητούµενο
ϕάσµα είναι αυτό που ϕαίνεται στο προηγούµενο υποερώτηµα (µε πλάτος AT0/2). Ε-
ξαιτίας του µικρού χρονικού εύρους του παραθύρου (όση η περίοδος του σήµατος), στην
συχνότητα το εύρος του λοβού ειναι αρκετά µεγάλο, εποµένως το ϕάσµα που προκύπτει
είναι αρκετά διαφορετικό απο το ϕάσµα του σήµατος χωρίς την χρήση παραθύρου (υπο-
ερώτηµα α): περιλαµβάνει πλήος συχνοτήτων και όχι µία συχνότητα και το πλάτος έχει
αυξηθεί κατα T0, έχει δηλαδή επηρεαστεί από την χρονική διάρκεια του παραθύρου.
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(ϝ΄)

x(t) =

4∑
k=1

2

k
cos(2π200kt) =

4∑
k=1

2

k

ej2π200kt + e−j2π200kt

2

=
4∑

k=1

1

k
ej2π200kt +

4∑
k=1

1

k
e−j2π200kt

=
4∑

k=1

1

k
ej2π200kt +

4∑
k=1

1

k
ej2π200(−k)t

=

4∑
k=1

1

k
ej2π200kt +

1∑
k=−4

1

−k
ej2π200kt

=
k=4∑

k=−4,k 6=0

1

|k|
ej2π200kt

(Ϲ΄) Το ϕάσµα του παραθύρου συνελίσσεται στην συχνότητα µε το ϕάσµα του σήµατος. Επο-
µένως, το παράθυρο µετακινείται στις αντίστοιχες συχνότητες του σήµατος του προηγού-
µενου σχήµατος. ΄Ετσι, το ϕάσµα που προκύπτει απεικονίζεται στο παρακάτω σχήµα,
λαµβάνοντας υπόψην στον σχεδιασµό ότι χρονική διάρκεια παραθύρου ισούται µε την
ϑεµελιώδη περίοδος του σήµατος, T = 1

200
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(η΄) Μικραίνοντας το παράθυρο στο χρόνο µεγαλώνουµε τον κεντρικό λοβό του παραθύρου
στην συχνότητα, οπότε ϑα έχουµε επικάλυψη των λοβών και τα ‘peaks’ δεν ϑα ειναι ευ-
διάκριτα. Στο παρακάτω σχήµα έχουµε σχεδιάσει την συνέλιξη του παραθύρου µε δύο
µόνο συχνοτικές συνιστώσες του σήµατος ώστε να έιναι το σχήµα ευδιάκριτο. Παρατη-
ϱούµε ότι οι µεγαλύτεροι σε πλάτος λοβοί επικαλύπτουν την πληροφορία των διπλανών
ϕασµατικών συνιστωσών.


