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΄Ασκηση 1.

(α) Το µέτρο του µιγαδικού αριθµού ειναι : r =
√

1 + 3 = 2 και για κάθε όρισµα του θ ισχύουν :
cos θ = 1

2 , sin θ =
√

3
2 . Τότε η γωνία προκύπτει οτι είναι θ = π

3 .
΄Αρα,η πολική µορφή του µιγαδικου αριθµού ϑα είναι : 1 + j

√
3 = 2e

jπ
3 .

(ϐ) Το µέτρο του µιγαδικου αριθµού είναι r =
√

(−5)2 = 5. ΄Εχουµε ότι : cos θ = −5
5 = −1 και

sinθ = 0. Τότε η πολική µορφή ϑα είναι : 5e−jπ.

(γ) Το µέτρο του µιγαδικου αριθµού ειναι : r =
√

(−5)2 + (−5)2 = 5
√

2. Επίσης , cos θ = −√2
2 και

sinθ = −√2
2 . Η γωνία θ ϑα είναι : 5π

4 . Τότε η πολική µορφή γίνεται : 5
√

2e
j5π
4 .

(δ) Ο µιγαδικός αριθµός γινεται :
(1 − j

√
3)3 = 13 − 3j

√
3 + 3(j

√
3)2 − (j

√
3)3 = 1 − j3

√
3 − 9 + j3

√
3 = −8. ΄Αρα το µέτρο του

µιγαδικού αριθµού είναι : r =
√

(−8)2 = 8. Για το όρισµα θ ισχύει ότι : cos θ = −1 και sin θ = 0.
΄Αρα η πολικη µορφη γινεται : 8e−jπ.

(ε) Ο µιγαδικός αριθµός j(1 + j)e
jπ
6 γίνεται : Η πολική µορφή του j είναι : e

jπ
2 , διότι το µέτρο του

j είναι 1 και η γωνία του είναι π
2 . Η πολική µορφή του 1 + j είναι

√
2e

jπ
4 , διότι το µέτρο του είναι

r =
√

2 και sin θ =
√

2
2 , cos θ =

√
2

2 .
΄Αρα η πολική µορφή του j(1 + j)e

jπ
6 ϑα είναι : e

jπ
2

√
2e

jπ
4 e

jπ
6 =

√
2e

j11π
12 .

(στ)Για τον µιγαδικό αριθµό (
√

3 + j)2
√

2e
−jπ

4 έχουµε: Το µέτρο του (
√

3 + j) είναι :
r =

√
32 + 12 = 2. Επίσης, sin θ = 1

2 και cos θ =
√

3
2 . ΄Αρα η γωνία είναι π

6 . Η πολικη µορφή
του είναι (

√
3 + j) = 2e

jπ
6 . Εποµένως, ο µιγαδικός αριθµός (

√
3 + j)2

√
2e

−jπ
4 σε πολική µορφή

γράφεται ως : 2e
jπ
6 2
√

2e
−jπ

4 = 4
√

2e
−jπ
12 .

(Ϲ) Ο µιγαδικός αριθµός γίνεται :
(1+j

√
3)√

3+j
= (1+j

√
3)(
√

3−j)

(
√

3+j)(
√

3−j)
=

√
3−j+3j+

√
3

3−j2 = 2
√

3+2j
3+1 = 2(

√
3+j)
4 =

√
3

2 + 1
2j. Τότε το µέτρο ϑα είναι :

r =
√

(
√

3
2 )2 + (1

2)2 = 1. ΄Εχουµε ότι cos θ =
√

3
2 και sinθ = 1

2 .΄Αρα η γωνία θ είναι π
6 . Οπότε η

πολικη µορφη του µιγαδικου αριθµού γίνεται : e
jπ
6 .

(η)΄Εχουµε ότι (
√

3− j3)(1− j) = (
√

3− j)(1− j). Για τον µιγαδικό αριθµό (
√

3− j3) έχουµε ότι το
µέτρο του είναι r = 4. Για τα ορίσµατα θ έχουµε: sin θ = −1

2 και cos θ =
√

3
2 . ΄Αρα η γωνία θ = −π

6

Οπότε η πολική του µορφη γίνεται : (
√

3− j3) = 2e
−jπ

6 .
Για τον µιγαδικό αριθµό (1 − j), το µέτρο του ειναι

√
2 και για το όρισµα φ έχουµε sinφ = −√2

2

και cosφ =
√

2
2 .Οπότε η γωνία είναι φ = −π

4 . Η πολική του µορφή ϑα είναι (1 − j) =
√

2e
−jπ

4 .
Εποµένως, έχουµε ότι (

√
3− j3)(1− j) = (

√
3− j)(1− j) = 2e

−jπ
6

√
2e

−jπ
4 = 2

√
2e

−j5π
12 .
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Οι γραφικές παραστάσεις των παραπάνω µιγαδικών αριθµών ϕαίνονται στο Σχήµα 1:
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Σχήµα 1.

΄Ασκηση 2.

(α) Η ισότητα |z−(2+j2)| = √
2 επαληθεύεται από όλους τους µιγαδικούς z που έχουν την ιδιότητα

οι εικόνες τους να απέχουν από το σηµείο Κ(2,2) σταθερή απόσταση ίση µε
√

2 και µόνο από αυτούς.
Εποµένως ο Ϲητούµενος γεωµετρικός τόπος ειναι ο κύκλος µε κέντρο Κ(2,2) και ακτίνα r =

√
2.

∆ηλαδή ο κύκλος (x− 2)2 + (y − 2)2 = 2.

(ϐ) Το |z| είναι η απόσταση της εικόνας M(z) από την αρχή των αξόνων O(0, 0). ∆ηλαδη το µήκος
(OM) στο Σχήµα 2. Γνωρίζουµε όµως ότι αν η ευθεία ΟΚ τέµνει τον κύκλο στα Α και Β, τότε
(OA) ≤ (OM) ≤ (OB), που σηµαίνει ότι η µέγιστη τιµή του |z| είναι το µήκος (ΟΒ) και η ελάχιστη
το µήκος (OA).

Η εξίσωση της ευθείας OK είναι η y = x. Εποµένως οι συντεταγµένες των σηµείων A και B ϑα
είναι οι λύσεις του συστηµατος {

(x− 2)2 + (y − 2)2 = 2
y = x.

που ειναι τα Ϲεύγη (1, 1) και (3, 3). ΄Αρα η µέγιστη τιµή του |z| είναι ίση µε (OB) =
√

32 + 32 = 3
√

2
και η ελάχιστη ίση µε (OA) =

√
12 + 12.
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Σχήµα 2.

΄Ασκηση 3.

(α) ΄Εχουµε ej(θ+φ) = ejθejφ.
Τότε, cos (θ + φ) + j sin (θ + φ) = (cos θcosφ− sin θ sinφ) + j(sin θcosφ + cos θ sinφ) (3.1)
Θέτουµε θ = φ στην σχέση (3.1) και έχουµε: cos 2θ = cos2 θ − sin2θ (3.2)
Θέτουµε θ = −φ στην (3.1) και προκύπτει :
1 = cos2 θ + sin2θ (3.3)
Προσθέτουµε κατά µέλη τις 2 εξισώσεις (3.2), (3.3) και έχουµε ότι : cos2 = 1

2(1 + cos 2θ)

(ϐ) Εξισώνοντας τα πραγµατικά µέλη της εξίσωσης (3.1) µε τα (θ + φ) και (θ − φ) έχουµε ότι :
cos (θ + φ) = cos θ cosφ− sin θ sinφ
και
cos (θ − φ) = cos θ cosφ + sin θ sinφ.
Αφαιρώντας κατά µέλη τις παραπάνω εξισώσεις προκύπτει ότι :
sin θ sinφ = 1

2 [cos (θ − φ)− cos (θ + φ)].

(γ) ΄Εξισώνοντας τα πραγµατικα µέλη στην εξίσωση (3.1) έχουµε οτι :
sin(θ + φ) = sin θ cosφ + cos θ sinφ.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω z = x + jy.

(α) zz∗ = rejθre−jθ = r2

(ϐ) z
z∗ = rejθr−1ejθ = ej2θ

(γ) z + z∗ = x + jy + x− jy = 2x = 2Re{z}

(δ) z − z∗ = x + jy − x + jy = 2jy = 2Im{z}
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(ε) (z1 + z2)∗ = ((x1 + x2) + j(y1 + y2))∗ = x1 − jy1 + x2 − jy2 = z∗1 + z∗2

(στ) ΄Εστω(αz1z2)∗. Για α > 0 έχουµε
(αz1z2)∗ = (αr1r2e

j(θ1+θ2))∗ = αr1e
−jθ1r2e

−jθ2 = αz∗1z
∗
2

Για α < 0 έχουµε α = |α|ejπ

(αz1z2)∗ = (|α|r1r2e
j(θ1+θ2+π))∗ = |α|r1e

−jθ1r2e
−jθ2 = αz∗1z

∗
2 .

(Ϲ) Για |z2| 6= 0,
(

z1
z2

)∗
= r1

r2
e−jθ1e−jθ2 = z∗1

z∗2

(η) Από το (γ) έχουµε :Re
{

z1
z2

}
= 1

2 [ z1
z2

+ ( z1
z2

)∗]. Χρησιµοποιώντας το παραπάνω καταλήγουµε:

Re
{

z1
z2

}
= 1

2 [ z1
z2

+ z1
∗

z2
∗ ] = 1

2 [ z1z∗2+z∗1z2

z2z∗2
] = 1

2

[
z1z∗2+z∗1z2

z2z∗2

]

΄Ασκηση 5.

(α) ΄Εστω z = x + jy. Τότε : (ez)∗ = (exejy)∗=exe−jy=ex−jy=ez∗

(ϐ) ΄Εστω z3=z1z
∗
2 και z4 = z∗1z2 . Τότε :

z1z
∗
2 + z∗1z2 =z3 + z∗3=2Re{z3}= 2Re{z1z

∗
2}= z4 + z∗4=2Re{z3}=2Re{z∗1z2}

(γ) |z| = |rejθ| = r = |re−jθ| = |z∗|

(δ) |z1z2| = |r1r2e
j(θ1+θ2)| = |r1r2| = |r1||r2| = |z1||z2|

(ε) ΄Εστω z = x + jy ,|z| =
√

x2 + y2 , από την τριγωνικη ανίσοτητα έχουµε:
Re{z} = x ≤

√
x2 + y2 = |z| και

(στ) ΄Εστω z = x + jy ,|z| =
√

x2 + y2 , από την τριγωνικη ανίσοτητα έχουµε:
Im{z} = y ≤

√
x2 + y2 = |z|

(Ϲ) |z1z
∗
2 + z∗1z2| = 2Re{z1z

∗
2} = |2r1r2 cos (θ1 − θ2)| ≤ 2r1r2 = 2|z1z2|

(η) Επειδή r1 ≥ 0 ,r2 ≥ 0 και −1 ≤ cos (θ1 − θ2) ≤ 1. Τότε :

(|z1| − |z2|)2 = r2
1 + r2

2 − 2r1r2 ≤ r2
1 + r2

2 + 2r1r2 cos (θ1 − θ2) = |z1 + z2|2

Και

(|z1|+ |z2|)2 = r2
1 + r2

2 + 2r1r2 ≥ |z1 + z2|2.

΄Ασκηση 6.

(α) ΄Εχουµε: 1 + ω + ω2 + ω3 + · · ·+ ωn−1 = 1−ωn

1−ω = 1−1
1−ω = 0

(ϐ) 1 · ω · ω2 · ω3 · · · · · ωn−1 = ω1+2+3+···+(n−1)= ω
n(n−1)

2 = (cos(2π
n ) + j sin(2π

n ))
n(n−1)

2 =
cos(2πn(n−1)

2n ) + j sin(2πn(n−1)
2n )=cos(n− 1)π + j sin(n− 1)π=(cosπ + j sinπ)n−1=(−1)n−1


