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΄Ασκηση 1.

1. Το δεδοµένο σήµα είναι :
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Από αυτό µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η ϐασική συχνότητα του x(t) είναι 2π
6 = π

3 . Οι µη-µηδενικοί

συντελεστές της σειράς Fourier του ; x(t) είναι :

a0 = 2, a2 = a−2 =
1

2
, a5 = a∗−5 = −2

2.

Αφού το f0 = 1
2 τοτε T0 = 1

f0
= 2

΄Αρα

X(0) =
1

T0
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0
x(t) dt

=
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2

∫ 1

0
1.5 dt+
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−1.5 dt
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0
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1
1.5 dt

=0
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και

X(κ) =
1

T0

∫ T0

0
x(t) e−2πκf0t dt

=
1

2
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0
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΄Ασκηση 2.

(i)

X(0) =
1

2

∫ 1

0
t dt+
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2
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1
(2− t) dt
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2
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2

∣∣∣∣1
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4
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2

(ii) Το dx(t)
dt ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα:

΄Αρα οι συντελεστές Fourier του g(t) = dx(t)
dt είναι

Y(0) =
1

2

∫ 1

0
dt− 1

2

∫ 2

1
dt =

1

2
− 0− 1 +

1

2
= 0
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Y(κ) =
1

2

∫ 1

0
e−2πκf0t dt− 1

2

∫ 2

1
e−2πκf0t dt

=− 1

2πκ
e−πκ

∣∣1
0
+
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1
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(iii)

Από τις ιδιότητες των σειρών Fourier γνωρίζουµε ότι

g(t) =
dx(t)

dt

FS↔ Y(κ) = κπX(κ)

΄Αρα:

X(κ) =
1

πκ
Y(κ)

=
1

πκ

1

πκ
(1− e−πκ)

=− 1

κ2π2
(1− e−πκ)

΄Ασκηση 3.

(i)

Το x(t) =


t+ 2, −2 < t ≤ −1

1, −1 < t ≤ 1

2− t, 1 < t < 2

Επίσης ϐλέπουµε ότι T0 = 6, άρα
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X(0) =
1

6
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X(κ) =
1

6

∫ −1
−2

(t+ 2)e−2πκf0t dt+
1

6

∫ 1

−1
e−2πκf0t dt+

1

6

∫ 2

1
(2− t)e−2πκf0t dt

Υπολογίζουµε κάθε ένα από τα ολοκληρώµατα ξεχωριστά

1

T0

∫ −1
−2
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=
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1

T0

∫ 2

1
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=
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∫ 2
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+
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1
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∫ 1

−1
e−2πκf0t dt (3)

=
1
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1
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)
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+
e2πκf0

2πκ

΄Αρα

(1), (2), (3)
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1
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1
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=
6
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cos(4πκ6 )

(ii)

Βλέπουµε ότι T0 = 3
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΄Αρα

X(0) =
1

T0

∫ T0

0
x(t) dt

=
1

3

∫ 1

0
1 dt+

1

3

∫ 2

1
dt

=
1

3
2t|10 +

1

3
t|21

=
2

3
+

2

3
− 1

3

=1

και

X(κ) =
1

T0

∫ T0

0
x(t) e−2πκf0t dt

=
1

T0

∫ 1

0
2e−2πκf0t dt+

1

T0

∫ 2

1
e−2πκf0t dt

=
2

T0

1

−2πκf0
e−2πκf0t

∣∣∣1
0
+

1

T0

1

−2πκf0
e−2πκf0t

∣∣∣2
1

=− 1

πκ

(
e−2πκf0 − 1

)
− 1

2πκ

(
e−4πκf0 − e−2πκf0

)
=− 1

πκ

(
e−πκ

2
3 − 1

)
− 1

2πκ

(
e−

4
3
πκ − e−

2
3
πκ
)

΄Ασκηση 4.

(i)

x(t) = cos(4πt) =
1

2
e4πt +

1

2
e−4πt

΄Αρα οι µη-µηδενικοί συντελεστές της σειράς Fourier του x(t) είναι

X1 = X−1 =
1

2

(ii)

y(t) = sin(4πt) =
1

2
e4πt − 1

2
e−4πt
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΄Αρα οι µη-µηδενικοί συντελεστές της σειράς Fourier του y(t) είναι

Y1 =
1

2

και

Y−1 = Y ∗1 = − 1

2

(iii) Γνωρίζουµε ότι

z(t) = x(t) y(t)
FS↔ z(t) =

+∞∑
l=−∞

X(l)Y(k − l)

Οπτικά ϐλέπουµε ότι το παραπάνω άθροισµα είναι µη-µηδενικό για k = 2 (όταν l = 1) όπου

z(2) = X(1)Y (2− 1) =
1

2

1

2
=

1

4

και για k = −2 (όταν l = −1) οπου

z(−2) = X(−2)Y(−2 + 1) =
1

2

(
− 1

2

)
= − 1

4

αλλίως µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι :

X(κ) =
1

2
δ(κ− 1) +

1

2
δ(κ+ 1)

και

Y(κ) =
1

2
δ(κ− 1)− 1

2
δ(κ+ 1)

άρα

z(κ) = X(κ) ∗Y(κ) =

[
1

2
δ(κ− 1) +

1

2
δ(κ+ 1)

]
∗
[
1

2
δ(κ− 1)− 1

2
δ(κ+ 1)

]
=

1

4
(δ(κ− 1) ∗ δ(κ− 1))− 1

4
(δ(κ− 1) ∗ δ(κ+ 1)) +

1

4
(δ(κ+ 1) ∗ δ(κ− 1))− 1

4
(δ(κ+ 1) ∗ δ(κ+ 1))

=
1

4
δ(κ− 2)−

�
�
��1

4
δ(κ) +

�
�
��1

4
δ(κ)− 1

4
δ(κ+ 2)

=
1

4
δ(κ− 2)− 1

4
δ(κ+ 2)

΄Αρα οι συντελεστές της σειράς Fourier ϑα είναι z(2) = 1
4 και z(−2) = − 1

4
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(iv)

z(t) = cos(4πt) sin(4πt)

Γνωρίζουµε ότι

sin(θ + φ) = sin θ cosφ+ cos θ sinφ

Για φ = θ έχουµε:

sin(2θ) = sin θ cos θ + cos θ sin θ = 2 sin θ cos θ ⇔ sin θ cos θ =
1

2
sin(2θ)

΄Αρα το

z(t) =
1

2
sin(8πt) (1)

=
1

2

(
1

2
e8πt − 1

2
e−8πt

)
(2)

=
1

4
e8πt − 1

4j
e−8πt (3)

Αφού f0 = 2 αρα οι µη µηδενικοί συντελεστές της σειράς Fourier του z(t) είναι οι

Z(2) =
1

4

και

Z(−2) = Z∗(2) = − 1

4

΄Ασκηση 5.

(i) Εαν το x(t) είναι πραγµατικό, τότε x(t) = x∗(t). Αυτό συνεπάγεται ότι X(κ) = X∗(−k). Εφόσον αυτό δεν

ισχύει, το x(t) δεν είναι πραγµατικό.

(ii) Εάν το x(t) είναι άρτιο, τότε x(t) = x(−t) και X(κ) = X(−κ). Εφόσον αυτό ισχύει για την προκειµένη

περίπτωση, το x(t) είναι άρτιο.

(iii) ΄Εχουµε ότι :

g(t) =
dx(t)

dt

FS↔ Y(κ) = κ
2π

T0
X(κ)
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Για αυτό,

Y(κ) =


0, κ = 0

−κ
(
1
2

)|κ| 2π
T0
, αλλίως

Εφόσον το Y(κ) δεν είναι άρτιο, και το g(t) δεν ειναι άρτιο.

΄Ασκηση 6.

΄Εστω ότι οι συντελεστές της σειράς Fourier του x(t) είναι οι X(κ).

(i)

Το x(t− t0) είναι επίσης περιοδικό µε περίοδο T . Οι συντελεστές της σειράς Fourier Y(κ) του x(t− t0)

είναι :

Y(κ) =
1

T

∫
T
x(t− t0) e−κ

2π
T
t dt

=
e−κ

2π
T
t0

T

∫
T
x(τ) e−κ

2π
T
τ dτ

=e−κ
2π
T
t0X(κ)

Οµοίως οι συντελεστές της σειράς Fourier του x(t+ t0) είναι :

Z(κ) = eκ
2π
T
t0X(κ)

Τέλος, οι συντελεστές της σειράς Fourier του x(t− t0) + x(t+ t0) είναι :

W(κ) = Y(κ) + Z(κ) = e−κ
2π
T
t0X(κ) + eκ

2π
T
t0X(κ) = 2 cos

(
κ2πt0
T

)
X(κ)

(ii) Γνωρίζουµε ότι Eu{x(t)} = x(t)+x(−t)
2 . Οι συντελεστές σειράς Fourier του x(−t) είναι :

Y(κ) =
1

T

∫
T
x(−t) e−κ

2π
T t dt

=
1

T

∫
T
x(τ) eκ

2π
T
τ dτ

=X(−κ)
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΄Αρα, οι συντελεστές σειράς Fourier του Eu{x(t)} είναι :

Z(κ) =
X(κ) + Y(κ)

2
=

X(κ) + X(−κ)
2

(iii) Γνωρίζουµε ότι Re{x(t)} = x(t)+x∗(t)
2 . Οι συντελεστές σειράς Fourier του x∗(t) είναι :

Y(κ) =
1

T

∫
T
x∗(t)e−κ

2π
T
t dt

Παίρνοντας τους συζυγείς και από τις δύο πλευρές

Y∗(κ) =
1

T

∫
T
x(t) eκ

2π
T
t dt = X(−κ)

΄Αρα αφού Y ∗(κ) = X(−κ) , τότε Y (κ) = X∗(−κ)

Γι΄ αυτό, οι συντελεστές σειράς Fourier του Re{x(t)} είναι :

Z(κ) =
X(κ) + Y(κ)

2
=

X(κ) + X∗(−κ)
2


