
Kef�laio 1Stoiqe�a migadik 
 an�lush

1.1 Migadiko� arijmo�Oi migadiko� arijmo� or�zontai w
 diatagmèna zeÔgh pragmatik¸n arijm¸n (x, y). To sÔsthmatwn migadik¸n arijm¸n, C, e�nai to sÔnolo R

2 efodiasmèno me thn pr�xh th
 prìsjesh
 di-anusm�twn
(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),tou pollaplasiasmoÔ pragmatikoÔ arijmoÔ α me di�nusma

α(x, y) = (αx, αy)kai tou migadikoÔ pollaplasiasmoÔ
(x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2).O �xona
 twn x onom�zetai pragmatikì
 kai o �xona
 twn y onom�zetai fantastikì
. Toshme�o (0, 1) sumbol�zetai me i. Me qr sh tou migadikoÔ pollaplasiasmoÔ prokÔptei ìti

i2 = −1.Oi migadiko� arijmo� gr�fontai
z = x + iy = ℜz + iℑz.
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Sq ma 1.1: Gewmetrik  par�stash migadik¸n arijm¸n.
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H prìsjesh èqei thn antimetajetik  kai thn prosetairistik  idiìthta kai oudètero stoiqe�oto 0. O pollaplasiasmì
 èqei thn antimetajetik  kai thn prosetairistik  idiìthta, en¸ isqÔeikai h epimeristik  idiìthta. To oudètero stoiqe�o tou pollaplasiasmoÔ e�nai to 1 kai up�rqeio ant�strofo
 k�je migadikoÔ arijmoÔ, plhn tou 0,
z−1 =

x

x2 + y2
− iy

x2 + y2
, z 6= 0.Dedomènou ìti oi migadiko� arijmo� èqoun mia dianusmatik  anapar�stash, mporoÔn naparastajoÔn kai se polik  morf . Onom�zetai mètro tou migadikoÔ arijmoÔ z to m ko
 touant�stoiqou dianÔsmato
,

|z| =
√

x2 + y2.H gwn�a pou sqhmat�zei to di�nusma (x, y) me to jetikì pragmatikì hmi�xona onom�zetai ìrisma,
θ, tou migadikoÔ arijmoÔ. To ìrisma or�zetai monadik� gia k�je mh mhdenikì migadikì arijmìse èna gwniakì di�sthma 2π. H prwteÔousa tim  tou or�smato
 d�detai w
 ex 


Argz = θ ⇔ tan θ =
y

x
,−π < θ 6 π, z 6= 0.Me thn polik  anapar�stash aplopoie�tai h èkfrash gia to ginìmeno dÔo migadik¸n arij-m¸n. Ja isqÔei

|z1z2| = |z1||z2|, Arg(z1z2) = Arg(z1) + Arg(z2) (mod 2π).Mèsw aut 
 th
 idiìthta
 prokÔptei o tÔpo
 tou de Moivre pou d�dei th n−ost  dÔnamh enì
migadikoÔ arijmoÔ. An e�nai z = ρ(cos θ + i sin θ), tìte
zn = ρn(cos nθ + i sinnθ).Katìpin autoÔ oi n−ostè
 r�ze
 tou z = ρ(cos θ + i sin θ) e�nai

zk = ρ1/n

(

cos
θ + 2kπ

n
+ i sin

θ + 2kπ

n

)

.Par�deigma 1.1.1. Dedomènou ìti oi migadiko� arijmo� antistoiqoÔn se shme�a sto ep�pedo,ep�pede
 grammè
   kampÔle
 mporoÔn na parastajoÔn me qr sh migadik¸n arijm¸n. H z =
z0+wt (t ∈ R) parist�nei mia euje�a pou pern� apì to shme�o z0 kai èqei kl�sh w. H |z−z0| = re�nai h ex�swsh tou kÔklou, en¸ h èlleiyh d�detai apì thn ex�swsh |z − a|+ |z + a| = 2r. �Par�deigma 1.1.2. A
 e�nai w (w 6= 1) m�a n−ost  r�za tou 1. IsqÔei ìti

1 + w + . . . + wn−1 =
1 − wn

1 − w
= 0. �Or�zetai o suzug 
 enì
 migadikoÔ arijmoÔ

z̄ = x − iy.IsqÔoun oi akìlouje
 idiìthte
:
• z1 + z2 = z1 + z2
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• z1z2 = z̄1z̄2

• zz̄ = |z|2

• |z| = |z̄|

• z−1 = z̄
|z|2

, z 6= 0Par�deigma 1.1.3. IsqÔei h tautìthta tou parallhlogr�mmou,
|a − b|2 + |a + b|2 = (a − b)(a − b) + (a + b)(a + b) = 2|a|2 + 2|b|2. �Gia to mètro isqÔoun oi ex 
 anisìthte
:

• |z1 + z2| 6 |z1| + |z2|

• |z1 − z2| > ||z1| − |z2||

• |∑N
n=1 znwn| 6

√

∑N
n=1 |zn|2

√

∑N
n=1 |wn|2

1.2 Migadikè
 sunart sei
A
 e�nai A ⊂ C. Mia sun�rthsh pou or�zetai sto A antistoiqe� k�je shme�o tou se èna migadikìarijmì.Par�deigma 1.2.1. To eurÔtero ped�o orismoÔ th
 sun�rthsh

f(z) =

1

z2 + 1e�nai to sÔnolo twn migadik¸n arijmì ektì
 twn ±i. �H ekjetik  sun�rthsh or�zetai sto C w

ez = ex(cos y + i sin y).H ekjetik  sun�rthsh èqei ti
 akìlouje
 idiìthte
:

• ez1+z2 = ez1ez2

• ez = 1 ⇔ z = 2kπi

• eπi/2 = i, eiπ = −1, e3πi/2 = −i, e2iπ = 1

• |ez| = exOi trigwnometrikè
 sunart sei
 or�zontai sto C w

sin z =

eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2
.Oi trigwnometrikè
 sunart sei
 èqoun ti
 akìlouje
 idiìthte
:
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(a) (b)Sq ma 1.2: Grafik  par�stash tou pragmatikoÔ kai tou fantastikoÔ mèrou
 th
 ekjetik 
sun�rthsh
.
• sin2 z + cos2 z = 1

• sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2

• cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2

• | sin z|2 = sin2 x + sinh2 y

• | cos z|2 = cos2 x + sinh2 yPar�deigma 1.2.2.

sin i =
e−1 − e

2i
=

i

2

(

e − 1

e

)
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(b)Sq ma 1.3: Grafik  par�stash tou pragmatikoÔ kai tou fantastikoÔ mèrou
 th
 sun�rthsh
hmitìnou.H logarijmik  sun�rthsh or�zetai gia ìlou
 tou
 migadikoÔ
 arijmoÔ
, plhn tou mhdenì
,me ped�o tim¸n tètoio ¸ste to migadikì mèro
 na ekte�netai se di�sthma 2π. O kÔrio
 kl�do

4



th
 logarijmik 
 sun�rthsh
 or�zetai gia timè
 ¸ste −π < ℑLogz 6 π, opìte
Logz = ln |z| + iArgz,ìpou Argz perior�zetai ìpw
 anwtèrw. H logarijmik  sun�rthsh e�nai ant�strofh th
 ek-jetik 
 me ton parap�nw periorismì gia to ped�o tim¸n.Par�deigma 1.2.3.

e2Log(−1) = e2(ln 1+iπ) = 1. �Par�deigma 1.2.4. Na luje� h ex�swsh cos z =
√

2. H ex�swsh e�nai isodÔnamh me
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(b)Sq ma 1.4: Grafik  par�stash tou pragmatikoÔ kai tou fantastikoÔ mèrou
 th
 logarijmik 
sun�rthsh
.
eiz + e−iz

2
=

√
2.Jètoume w = eiz kai pa�rnoume thn ex�swsh

w2 + 1 = 2
√

2w ⇔ (w −
√

2)2 = 1LÔsei
 th
 ex�swsh
 aut 
 e�nai
w =

√
2 ± 1 ⇔ eiz =

√
2 ± 1Telik� oi lÔsei
 th
 ex�swsh
 e�nai

z = −i ln(
√

2 ± 1) + 2kπ. �Gia ti
 sunart sei
 endiafèroun oi ènnoie
 th
 sunèqeia
 kai th
 parag¸gish
. Kai gia ti
dÔo autè
 ènnoie
 apaite�tai tìso o orismì
 th
 geitoni�
 enì
 shme�ou, ìso kai h dunatìthtaprosdiorismoÔ tou sunìlou ep� tou opo�ou e�nai suneq 
 kai paragwg�simh. 'Ena sÔnolo A ⊂ Conom�zetai anoiktì, an den sumperilamb�nei to �sÔnorì� tou. To sumpl rwma enì
 anoiktoÔsunìlou e�nai kleistì. Gia èna arijmì r > 0, h geitoni� r enì
 shme�ou z0 e�nai o anoiktì
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d�sko
 me kèntro to shme�o kai akt�na r (|z − z0| < r). Mia �truphmènh� geitoni� e�nai èna
d�sko
 ìpw
 prin, ìpou ìmw
 eqei afaireje� to kèntro (0 < |z − z0| < r).To ìrio mia
 sun�rthsh
 f(z) s' èna shme�o z0 isoÔtai me a, an h tim  th
 sun�rthsh
plhsi�zei to a, ìtan to z plhsi�zei to z0. H sun�rthsh ja onom�zetai suneq 
 se èna shme�o,e�n kai mìno e�n, to ìrio th
 se autì to shme�o isoÔtai me thn tim  th
 se autì. Mia sun�rthshorismènh se èna anoiktì sÔnolo A ⊂ C ja onom�zetai suneq 
 se autì e�n e�nai suneq 
 sek�je shme�o tou A.
1.3 Analutikè
 sunart sei
O ìro
 �analutik � anafèretai se mia sun�rthsh diafor�simh kat� th migadik  ènnoia. Miasun�rthsh f orismènh sto anoiktì sÔnolo A ⊂ C e�nai paragwg�simh sto shme�o z0 ∈ A, e�nup�rqei to ìrio

lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0
,To ìrio sumbol�zetai f ′(z0). H sun�rthsh onom�zetai analutik , e�n e�nai analutik  stoanoiktì sÔnolo ìpou or�zetai.E�n f kai g e�nai analutikè
 sunart sei
 ep� tou A, to �dio isqÔei kai gia opoiod potegrammikì sunduasmì tou
 kai gia to ginìmenì tou
. E�n ∀z ∈ A, g(z) 6= 0, h f/g e�naianalutik  kai isqÔei

(

f

g

)′

(z) =
f ′(z)g(z) − g′(z)f(z)

g2(z)
.IsqÔei ep�sh
 o kanìna
 th
 alus�da
 gia sÔnjete
 sunart sei


d

dz
f ◦ g(z) = f ′(g(z))g′(z),ìpou to ped�o tim¸n th
 g e�nai uposÔnolo tou ped�ou orismoÔ th
 f .Opoiod pote polu¸numo e�nai analutik  sun�rthsh se olìklhro to C. Opoiad pote rht sun�rthsh e�nai analutik  sto anoiktì sÔnolo pou apotele�tai apì ìla ta z, plhn aut¸n staopo�a o paranomast 
 mhden�zetai.H ekjetik  sun�rthsh e�nai analutik  sto C kai isqÔei

dez

dz
= ez.A
 e�nai A to anoiktì sÔnolo pou prokÔptei ìtan apì to sÔnolo C afaireje� o arnhtikì
pragmatikì
 hmi�xona
 sumperilambanomènou tou mhdenì
. Tìte o log�rijmo
 e�nai analutik sun�rthsh sto parap�nw sÔnolo kai isqÔei

dLogz

dz
=

1

z
.Par�deigma 1.3.1. Na doje� h par�gwgo
 kai to ant�stoiqo ped�o orismoÔ th
 sun�rthsh


f(z) = sin(Logz2)6



H logarijmik  sun�rthsh e�nai analutik  pantoÔ, plhn tou arnhtikoÔ pragmatikoÔ hmi�xona.To z2 apeikon�zetai ston arnhtikì hmi�xona, an to z br�sketai sto fantastikì �xona. 'Ara
f ′(z) = cos(Logz2)

2

z
,pantoÔ, plhn tou fantastikoÔ �xona. �An h sun�rthsh f jewrhje� w
 sun�rthsh tou diatagmènou zeÔgou
 (x, y), mporoÔme nagr�youme f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y). H sun�rthsh f e�nai analutik , an

∂u

∂x
=

∂v

∂y
kai ∂u

∂y
= −∂v

∂x
.Oi exis¸sei
 autè
 e�nai gnwstè
 w
 Cauchy-Riemann.Par�deigma 1.3.2.

• H sun�rthsh f(z) = z den e�nai analutik . Pr�gmati an gr�youme f(x, y) = x − iy,diapist¸noume ìti ∂u
∂x 6= ∂v

∂y .

• H sun�rthsh f(z) = |z|2 e�nai analutik  mìno sto 0. Pr�gmati an gr�youme f(x, y) =
x2 + y2, ja prèpei ∂u

∂x = 2x = 0 kai ∂u
∂y = 2y = 0.

1.4 Migadik� epikampÔlia oloklhr¸mataMia suneq 
 kampÔlh sto C e�nai mia suneq 
 apeikìnish γ : [a, b] → C. H kampÔlh kale�taikat� tm mata le�a, an mporoÔme na qwr�soume to ìlo di�sthma se peperasmèno arijmì upo-diasthm�twn, ¸ste sta anoikt� upodiast mata up�rqei h γ′(t), en¸ sta kleist� h γ(t) e�naisuneq 
. To olokl rwma th
 f kat� m ko
 th
 kampÔlh
 or�zetai w

∫

γ
f(z)dz =

N−1
∑

n=0

∫ an+1

an

f(γ(t))γ′(t)dt,ìpou ta an(n = 0, 1, . . . , N) or�zoun ta �kra twn upodiasthm�twn.Par�deigma 1.4.1. A
 e�nai γ o monadia�o
 kÔklo
 me kèntro thn arq  twn axìnwn se miapl rh diadrom . Zhte�tai to olokl rwma ∫γ zdz. Jètoume z = cos t + i sin t, opìte dz =

(− sin t + i cos t)dt. 'Ara
∫

γ
zdz =

∫ 2π

0
(cos t − i sin t)(− sin t + i cos t)dt = 2πi. �Me to jemeli¸de
 je¸rhma gia ta epikampÔlia migadik� oloklhr¸mata apodeiknÔetai ìti giamia tmhmatik� le�a kampÔlh γ : [0, 1] → C kai gia mia sun�rthsh F analutik  s' èna anoiktìsÔnolo pou perièqei th γ,
∫

γ
F ′(z)dz = F (γ(1)) − F (γ(0)).'Estw mia suneq 
 sun�rthsh f orismènh s' èna anoiktì sunektikì sÔnolo G, ìpou sunek-tikì noe�tai èna sÔnolo pou apotele�tai apì èna mìno mèro
,   alli¸
 opoiad pote dÔo shme�a
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tou sunektikoÔ sunìlou sundèontai me m�a suneq  kampÔlh pou an kei se autì. Sto je¸rhmaanexarths�a
 tou epikampÔliou oloklhr¸mato
 apì to drìmo apodeiknÔetai ìti oi akìlouje
prot�sei
 e�nai isodÔname
.
• An dÔo diaforetiko� drìmoi γ1 kai γ2 sundèoun dÔo shme�a tou G kai an koun sto G,tìte

∫

γ1

f(z)dz =

∫

γ2

f(z)dz.

• Ta oloklhr¸mata kat� m ko
 kleist¸n kampul¸n e�nai 0.
• Up�rqei mia sun�rthsh F orismènh kai analutik  sto G, ¸ste F ′(z) = f(z) gia ìla tashme�a tou G.H sun�rthsh F onom�zetai par�gousa th
 f .A
 jewr soume to olokl rwma

∫

γ
(z − a)ndz,ìpou γ e�nai kÔklo
 me akt�na r kai kèntro a kai n opoiosd pote akèraio
. A
 e�nai kat' arq n

n > 0. Tìte
(z − a)n =

1

n + 1

d

dz
(z − a)n+1,dhlad  par�gwgo
 mia
 analutik 
 sun�rthsh
. 'Ara

∫

γ
(z − a)ndz = 0, n > 0.An n < −1, h par�gousa e�nai analutik  pantoÔ, ektì
 tou a. Epomènw
 o kÔklo
 e�naisto qwr�o ìpou h par�gousa e�nai analutik . Opìte to olokl rwma e�nai ìpw
 prohgoÔmena.Mènei h per�ptwsh n = −1, gia thn opo�a jètoume z = reit + a, 0 < t 6 2π, opìte
∫

γ

dz

z − a
=

∫ 2π

0
idt = 2πiSÔmfwna me to je¸rhma Cauchy-Goursat, an mia sun�rthsh f e�nai analutik  sto eswterikìkai p�nw se mia apl  kleist  kampÔlh γ, tìte

∫

γ
f(z)dz = 0.Katìpin autoÔ prokÔptei o oloklhrwtikì
 tÔpo
 tou Cauchy. An h sun�rthsh f e�naianalutik  sto eswterikì kai p�nw se mia apl  kleist  kampÔlh γ kai z0 e�nai èna shme�o stoeswterikì, tìte

f(z0) =
1

2πi

∫

γ

f(z)dz

z − z0
.Me b�sh ta parap�nw prokÔptei ìti an mia sun�rthsh e�nai analutik  se èna shme�o, tìte ìle
oi par�gwgo� th
 up�rqoun kai e�nai analutikè
 eke�. Epiplèon o oloklhrwtikì
 tÔpo
 tou

Cauchy genikeÔetai gia mh arnhtikoÔ
 akera�ou
 n,

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫

γ

f(z)dz

(z − z0)n+1
.Par�deigma 1.4.2. An γ e�nai o monadia�o
 kÔklo
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• H ekjetik  sun�rthsh e�nai analutik  pantoÔ ki epomènw

∫

γ

ez

z2
dz = 2πie0 = 2πi.

• Oi trigwnometrikè
 sunart shei
 e�nai analutikè
 pantoÔ ki epomènw

∫

γ

sin z

z4
dz =

2πi

6
(− cos 0) = −πi

3
.Par�deigma 1.4.3. An γ e�nai o kÔklo
 |z| = 2,

• Gia to olokl rwma pou akolouje� qrei�zontai oi r�ze
 tou poluwnÔmou z2 + 2z − 3 touparanomast : 1,−3.
∫

γ

dz

z2 + 2z − 3
=

1

4

∫

γ

dz

z − 1
− 1

4

∫

γ

dz

z + 3
=

πi

2
.

• Kai sto parak�tw olokl rwma qrei�zetai na prosdiorisjoÔn oi r�ze
 tou poluwnÔmoutou paranomast  pou eur�skontai entì
 tou kÔklou
∫

γ

dz

z2(z2 + 16)
=

∫

γ

f(z)dz

z2
= 2πif ′(0) = 0.Par�deigma 1.4.4. An γ e�nai o kÔklo
 |z − 1| = 2, gia to olokl rwma pou akolouje�qrei�zontai oi r�ze
 tou poluwnÔmou tou paranomast : 1 + i,−(1 + i).

∫

γ

dz

z2 − 2i
=

∫

γ

1
z+1+i

z − 1 − i
dz =

2πi

2(1 + i)
= πi

1 − i

2
=

π

2
(1 + i).

1.5 Anapar�stash sunart sewn me seirè
H akolouj�a migadik¸n arijm¸n zn, n = 1, 2, 3, . . . sugkl�nei sto z, e�n, kai mìno e�n, gia k�je
ǫ > 0 up�rqei akèraio
 N , ¸ste ∀n > N , |zn − z| < ǫ. Mia akolouj�a sugkl�nei, an, kai mìnoan, tìso to pragmatikì mèro
, ìso kai to fantastikì mèro
, sugkl�nei.Mia seir� migadik¸n arijm¸n

∞
∑

n=1

znsugkl�nei sto �jroisma S, an h akolouj�a twn merik¸n ajroism�twn
SN =

N
∑

n=1

znsugkl�nei sto S. H apìluth sÔgklish mia
 seir�
 sunep�getai th sÔgklish th
 seir�
 aut 
.Par�deigma 1.5.1. An |z| < 1,
∞
∑

n=0

zn =
1

1 − z
.9



Pr�gmati mporoÔme na gr�youme
N
∑

n=0

zn =
1 − zN+1

1 − z
=

1

1 − z
− zN+1

1 − z
.H akolouj�a zN+1 sugkl�nei sto 0, gia |z| < 1, opìte h seir� ajro�zetai ìpw
 anwtèrw. �H akolouj�a migadik¸n sunart sewn fn(z) orismènh sto anoiktì sÔnolo A ⊂ C sugkl�neiomoiìmorfa sth sun�rthsh f(z), an gia k�je z ∈ A up�rqei akèraio
 N , ¸ste ∀n > N ,

|fn(z) − f(z)| < ǫ. Ant�stoiqa or�zetai h omoiìmorfh sÔgklish mia
 seir�
 sunart sewn
∑∞

n=1 fn(z).An mia akolouj�a analutik¸n sunart sewn sugkl�nei omoiìmorfa, tìte h sun�rthsh ìrioe�nai analutik . To �dio isqÔei kai gia thn akolouj�a twn merik¸n ajroism�twn kai to �jroismath
 seir�
 pou e�nai analutik  sun�rthsh.Par�deigma 1.5.2. AfoÔ gia |z| < 1,
∞
∑

n=0

zn =
1

1 − zkai h sun�rthsh zn e�nai analutik , mporoÔme na gr�youme
∞
∑

n=1

nzn−1 =
1

(1 − z)2
. �Ja endiaferjoÔme idi�itera gia ti
 dunamoseirè


∞
∑

n=0

an(z − z0)
n,ìpou an e�nai mia akolouj�a migadik¸n arijm¸n kai z0 èna
 stajerì
 migadikì
 arijmì
.H perioq  analutikìthta
 mia
 dunamoseir�
 e�nai to eswterikì enì
 kÔklou me kèntro z0.Autì shma�nei ìti up�rqei R > 0, �sw
 kai ∞, ¸ste h dunamoseir� na sugkl�nei gia k�je

|z − z0| < R kai na apokl�nei gia k�je |z − z0| > R. H dunamoseir� e�nai analutik  sun�rthshsto eswterikì tou kÔklou sÔgklish
.E�n mia sun�rthsh f e�nai analutik , tìte se k�je d�sko tou ped�ou orismoÔ th
 isoÔtai memia sugkl�nousa dunamoseir�,
f(z) =

∞
∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n.H seir� aut  onom�zetai seir� Taylor gÔrw apì to shme�o z0. D�dontai katwtèrw merikè
gnwstè
 seirè
 Taylor.

• Ekjetik  sun�rthsh
ez =

∞
∑

n=0

zn

n!
, ∀z ∈ C.
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• Trigwnometrikkè
 sunart sei

sin z =

∞
∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n + 1)!
, ∀z ∈ C.

cos z =

∞
∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!
, ∀z ∈ C.

• Ant�strofo monwnÔmou
1

ρ − z
=

∞
∑

n=0

zn

ρn+1
, |z| < |ρ|.Par�deigma 1.5.3. H seir� Taylor tou antistrìfou enì
 poluwnÔmou apaite� thn eÔresh twnriz¸n tou poluwnÔmou.

1

z2 + 2z − 3
=

1

4

(

1

z − 1
− 1

z + 3

)

=
1

4

(

∞
∑

n=0

(−1)n+1 zn

3n+1
−

∞
∑

n=0

zn

)

1

z2 + 2z − 3
=

1

4

∞
∑

n=0

(

(−1)n+1

3n+1
− 1

)

zn.To an�ptugma autì isqÔei gia |z| < 1. �E�n mia sun�rthsh den e�nai analutik  se èna shme�o den mpore� na anaptuqje� se seir�
Taylor. Gi' autè
 ti
 sunart sei
 up�rqei suqn� èna �llo an�ptugma, h seir� Laurent. E�nmia sun�rthsh e�nai analutik  se èna daktulioeidè
 qwr�o R1 < |z − z0| < R2. Tìte gia k�je
z sto qwr�o h sun�rthsh anaptÔssetai se seir�, w
 akoloÔjw


f(z) =
∞
∑

n=0

an(z − z0)
n +

∞
∑

n=1

bn

(z − z0)nOi suntelestè
 tou anaptÔgmato
 d�dontai apì ti
 sqèsei

an =

1

2πi

∫

γ

f(z)dz

(z − z0)n+1
, n > 0,

bn =
1

2πi

∫

γ

f(z)dz

(z − z0)−n+1
, n > 1,ìpou h kampÔlh γ e�nai kleist  gÔrw apì to z0 kai an kei sto qwr�o.Wstìso oi suntelestè
 th
 seir�
 Laurent br�skontai sun jw
 me �llo trìpo, ki ìqi meton upologismì twn oloklhrwm�twn, ìpw
 fa�netai sta parak�tw parade�gmata.Par�deigma 1.5.4. Zhte�tai to an�ptugma th
 seir�
 Laurent gÔrw apì to z0 = 0.

• Gia 0 < |z| < 1,
1

z(z + 1)
=

z + 1 − z

z(z + 1)
=

1

z
− 1

1 + z
=

1

z
−

∞
∑

n=0

(−1)nzn
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• Gia 0 < |z| < 1,
z

z + 1
= z

1

z + 1
= z

∞
∑

n=0

(−1)nzn =
∞
∑

n=1

(−1)n−1zn

• Gia 1 < |z| < ∞,
z

z + 1
=

1

1 + 1
z

=
∞
∑

n=0

(−1)nz−nPar�deigma 1.5.5. JewroÔme to ant�strofo tou poluwnÔmou z2 + 2z − 3. To polu¸numoautì èqei dÔo r�ze
: 1,−3. GÔrw apì to z0 = 0 diakr�nontai tr�a daktulioeid  qwr�a. Stopr¸to (|z| < 1) h sun�rthsh e�nai analutik  kai efarmìzetai to an�ptugma Taylor pou d�detaisto Par�deigma 1.5.3. A
 jewr soume t¸ra to deÔtero qwr�o 1 < |z| < 3. Gr�foume
1

z2 + 2z − 3
=

1

4

(

1

z − 1
− 1

z + 3

)

=
1

4

(

1

z(1 − 1
z )

− 1

3(1 + z
3)

)

1

z2 + 2z − 3
=

1

4

(

1

z

∞
∑

n=0

z−n − 1

3

∞
∑

n=0

(−1)n
(z

3

)n
)A
 jewr soume tèlo
 to qwr�o 3 < |z|. Gr�foume

1

z2 + 2z − 3
=

1

4

(

1

z(1 − 1
z )

− 1

z(1 + 3
z )

)

1

z2 + 2z − 3
=

1

4

(

1

z

∞
∑

n=0

z−n − 1

z

∞
∑

n=0

(−3)nz−n

)
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