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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΗ ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ

Θέµα 1ο - 25 µονάδες (5 µ. κάθε ερώτηµα): Βασικές Γνώσεις

Σωστό ή Λαθος ; ∆ικαιολογήστε επαρκώς - απάντηση χωρίς αιτιολόγηση δε ϐαθµολογείται.

(αʹ) Αν ένα περιοδικό σήµα x(t) είναι απολύτως ολοκληρώσιµο, δηλαδή∫ ∞

−∞
|x(t)| dt <∞ (1)

τότε το x(t) είναι το µηδενικό σήµα.

(ϐʹ) Αν το x(t) είναι σήµα ενέργειας, τότε το χρονικά κλιµακωµένο σήµα x(at), a ̸= 0, έχει την ίδια ενέργεια µε
το x(t).

(γʹ) Αν το x(t) είναι πραγµατικό και περιττό σήµα, τότε ο Μετασχηµατισµός Fourier X(f) είναι αµιγώς ϕανταστι-
κός και περιττός.

(δʹ) Αν δύο πραγµατικά σήµατα ενέργειας x1(t) και x2(t) έχουν το ίδιο ϕάσµα πλάτους,

|X1(f)| = |X2(f)| (2)

τότε έχουν και την ίδια συνάρτηση αυτοσυσχέτισης.

(εʹ) Αν το x(t) είναι σήµα ϐασικής Ϲώνης στο διάστηµα |f | < B, τότε και το x2(t) είναι επίσης ϐασικής Ϲώνης στο
ίδιο διάστηµα |f | < B.

Λύση:

(αʹ) Σωστό. ΄Ενα µη µηδενικό περιοδικό σήµα δεν µπορεί να είναι απολύτως ολοκληρώσιµο, η ποσότητα 1 ϑα
απειρίζεται.

(ϐʹ) Λάθος. ΄Εστω a > 0 και E η ενέργεια του x(t). Τότε είναι

Ea =

∫ +∞

−∞
x2(at)dt =

∫ +∞

−∞
x2(u)

du

a
=

1

a

∫ +∞

−∞
x2(u)du =

1

a
E (3)

΄Οµοια και για a < 0.

(γʹ) Σωστό. Αν x(t) πραγµατικό, τότε X(−f) = X∗(f), και αν περιττό, τότε X(f) ∈ I, που συνεπάγεται ότι
X∗(f) = −X(f). Οπότε X(−f) = −X(f), που είναι περιττός µετασχηµατισµός.

(δʹ) Σωστό. Αφού Φx(f) = |X(f)|2 ←→ ϕx(τ), αν δυο σήµατα έχουν το ίδιο ϕάσµα πλάτους ϑα έχουν την ίδια
ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας και άρα και την ίδια συνάρτηση αυτοσυσχέτισης.

(εʹ) Λάθος. Το σήµα x2(t) έχει µετασχ. Fourier X(f) ∗ X(f), ο οποίος µε ϐάση την ιδιότητα του εύρους της
συνέλιξης ‘‘ζει’’΄ στο διάστηµα [−2B, 2B]. Αρα το σήµα x2(t) είναι σήµα ϐασικής Ϲώνης στο |f | < 2B κι όχι
στο |f | < B.



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2025-26/Επαναληπτική Τελική Εξέταση 2

Θέµα 2ο - 25 µονάδες: Συστήµατα και Μετασχ. Laplace

΄Εστω το αιτιατό ΓΧΑ σύστηµα που περιγράφεται από το διάγραµµα πόλων-µηδενικών του Σχήµατος 1.

Σχήµα 1: ∆ιάγραµµα πόλων-µηδενικών Θέµατος 2.

(αʹ) (5 µ.) Ποιό είναι το πεδίο σύγκλισης του συστήµατος ;

(ϐʹ) (10 µ.) Αν γνωρίζετε ότι H(0) = 3
2
, ϐρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς H(s) του συστήµατος.

(γʹ) (5 µ.) Μπορείτε να υπολογίσετε την απόκριση σε συχνότητα H(f) από την παραπάνω συνάρτηση µεταφοράς ;
Αν ναι, ϐρείτε τη. Αν όχι, γιατί ; Εξηγήστε σε κάθε περίπτωση.

(δʹ) (5 µ.) Βρείτε µια διαφορική εξίσωση που υλοποιεί το παραπάνω σύστηµα.

Λύση:

(αʹ) Το σύστηµα, ως αιτιατό από εκφώνηση, ϑα έχει δεξιόπλευρο πεδίο σύγκλισης, δεξιότερα από τον πόλο µε το
µεγαλύτερο πραγµατικό µέρος. Ο πόλος αυτός είναι ο s = −1, άρα ℜ{s} > −1 είναι το πεδίο σύγκλισης.

(ϐʹ) Η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος γράφεται ως

H(s) = A
s+ 3

(s+ 2)(s+ 1)
=⇒ H(0) =

3

2
= A

3

2
=⇒ A = 1 (4)

Οπότε
H(s) =

s+ 2

(s+ 2)(s+ 1)
, σ > −1 (5)

(γʹ) Ο ϕανταστικός άξονας περιλαµβάνεται στο πεδίο σύγκλισης και άρα η απόκριση σε συχνότητα µπορεί να
υπολογιστεί από τη συνάρτηση µεταφοράς, ως

H(f) = H(s)
∣∣∣
s=j2πf

=
j2πf + 3

(j2πf + 2)(j2πf + 1)
(6)

(δʹ) Από τη συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
Y (s)

X(s)
⇐⇒ X(s)(s+ 3) = Y (s)(s+ 2)(s+ 1) (7)

3X(s) + sX(s) = Y (s)(s2 + 3s+ 2) (8)
s2Y (s) + 3sY (s) + 2Y (s) = sX(s) + 3X(s) (9)

και επιστρέφοντας στο χρόνο

d2

dt2
y(t) + 3

d

dt
y(t) + 2y(t) =

d

dt
x(t) + 3x(t) (10)
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Θέµα 3ο - 25 µονάδες: Νέος Μετασχηµατισµός !

Ο µετασχηµατισµός Sumudu ενός σήµατος x(t) ορίζεται ως

Sx(ρ) = S{x(t)}(ρ) =
∫ ∞

0

x(ρt)e−t dt (11)

για τις τιµές του ρ για τις οποίες το παραπάνω ολοκλήρωµα συγκλίνει (οι οποίες δε σας ενδιαφέρουν εδώ).

(αʹ) (10 µ.) ∆είξτε, χρησιµοποιώντας απευθείας τον παραπάνω ορισµό, ότι

x(t) = 1, ∀t S←→ Sx(ρ) = 1, ∀ρ (12)

και
x(t) = e−atu(t)

S←→ Sx(ρ) =
1

1 + aρ
(13)

(ϐʹ) (5 µ.) ∆είξτε ότι ο µετασχηµατισµός Sumudu είναι γραµµικός. ∆ηλαδή, αν

x1(t)
S←→ Sx1(ρ), x2(t)

S←→ Sx2(ρ), (14)

να δείξετε ότι, για σταθερές a, b,

S{ax1(t) + bx2(t)} = aSx1(ρ) + bSx2(ρ) (15)

(γʹ) (10 µ.) Αποδείξτε την ιδιότητα χρονικής κλιµάκωσης, δηλ.

αν x(t)
S←→ Sx(ρ) τότε x(at)

S←→ Sx(aρ), a > 0 (16)

Λύση:

(αʹ) Αν x(t) = 1, ∀t, τότε

Sx(ρ) =
∫ ∞

0

x(ρt)e−t dt =

∫ ∞

0

1 · e−t dt =

∫ ∞

0

e−t dt = −e−t
∣∣∣+∞

0
= −(0− 1) = 1, ∀ρ (17)

και αν x(t) = e−atu(t), τότε

Sx(ρ) =
∫ ∞

0

x(ρt)e−t dt =

∫ ∞

0

e−aρt · e−t dt (18)

=

∫ ∞

0

e−t(aρ+1) dt = − 1

1 + aρ
e−(1+aρ)t

∣∣∣+∞

0
(19)

= −
(
0− 1

aρ+ 1

)
=

1

1 + aρ
(20)

αν 1 + aρ > 0, δηλ. ρ > − 1
a
.

(ϐʹ) ΄Εστω z(t) = ax1(t) + bx2(t), τότε

Sz(ρ) =
∫ ∞

0

z(ρt)e−t dt =

∫ ∞

0

(ax1(ρt) + bx2(ρt))e
−t dt (21)

=

∫ ∞

0

ax1(ρt)e
−t dt+

∫ ∞

0

bx2(ρt)e
−t dt (22)

= aSx1(ρ) + bSx2(ρ) (23)
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(γʹ) ΄Εχουµε

S{x(at)} =
∫ ∞

0

x(aρt)e−tdt (24)

Από τον ορισµό του µετασχηµατισµού, αν ϑέσουµε όπου ρ το aρ,

Sx(aρ) =
∫ ∞

0

x(aρt)e−t dt (25)

άρα

x(at)
S←→ Sx(aρ), a > 0 (26)

Θέµα 4ο - 35 µονάδες: Συστήµατα και Φασµατικές Πυκνότητες

΄Εστω η οικογένεια σηµάτων ενέργειας

xa(t) = e−2πatu(t), a > 0. (27)

(αʹ) (5 µ.) ∆είξτε ότι ο Μετασχηµατισµός Fourier του xa(t) είναι

Xa(f) =
1

2π(a+ jf)
(28)

(ϐʹ) (5 µ.) Βρείτε τη ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας Φx(f) του σήµατος xa(t).

(γʹ) (15 µ.) Το σήµα xa(t) εφαρµόζεται ως είσοδος σε ΓΧΑ σύστηµα µε συχνοτική απόκριση

H(f) = rect

(
f

2a

)
(29)

Βρείτε τη ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας της εξόδου, Φy(f).

(δʹ) (10 µ.) Υπολογίστε τις ενέργειες Ex και Ey και δείξτε ότι ο λόγος ενέργειας εξόδου προς ενέργεια εισόδου
είναι ανεξάρτητος της παραµέτρου a και ισούται µε

Ey

Ex

=
1

2
(30)

Help:
∫ c

−c

df

a2 + f 2
=

1

a
tan−1

(
f

a

) ∣∣∣∣∣
c

−c

Λύση:

(αʹ) Από τον ορισµό του Μετασχηµατισµού Fourier,

Xa(f) =

∫ ∞

−∞
xa(t)e

−j2πft dt (31)

Επειδή xa(t) = 0 για t < 0,

Xa(f) =

∫ ∞

0

e−2πate−j2πft dt =

∫ ∞

0

e−2π(a+jf)t dt =
1

2π(a+ jf)
(32)

όπου το ολοκλήρωµα συγκλίνει επειδή a > 0. Αρα

Xa(f) =
1

2π(a+ jf)
(33)

Το ίδιο µπορεί να προκύψει και από τα έτοιµα Ϲεύγη µετασχηµατισµού που έχετε στα πινακάκια σας.
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(ϐʹ) Η ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας ενός σήµατος ενέργειας είναι

Φx(f) = |X(f)|2 (34)

Εποµένως

Φx(f) =

∣∣∣∣ 1

2π(a+ jf)

∣∣∣∣2 = 1

4π2|a+ jf |2
=

1

4π2(a2 + f 2)
(35)

(γʹ) Για ένα ΓΧΑ σύστηµα ισχύει
Y (f) = H(f)Xa(f) (36)

Εποµένως
Φy(f) = |Y (f)|2 = |H(f)|2|Xa(f)|2 (37)

∆ίνεται ότι
H(f) = rect

(
f

2a

)
(38)

άρα

|H(f)|2 =

{
1, |f | < a,

0, |f | > a.
(39)

Συνεπώς,

Φy(f) =


1

4π2(a2 + f 2)
, |f | < a,

0, |f | > a.

(40)

ή, ισοδύναµα,

Φy(f) =
1

4π2(a2 + f 2)
rect

(
f

2a

)
(41)

(δʹ) Η ενέργεια του σήµατος εισόδου µπορεί να υπολογιστεί απευθείας στο πεδίο του χρόνου ως

Ex =

∫ ∞

−∞
|xa(t)|2 dt =

∫ ∞

0

e−4πat dt = − 1

4πa
e−4πat

∣∣∣∞
0

=
1

4πa
(42)

Για την έξοδο χρησιµοποιούµε τη ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας :

Ey =

∫ ∞

−∞
Φy(f) df (43)

Εποµένως,

Ey =
1

4π2

∫ a

−a

1

a2 + f 2
df =

1

4π2

1

a

[
tan−1

(
f

a

)]a
−a

=
1

4π2a

(
tan−1(1)− tan−1(−1)

)
=

1

4π2a

(π
4
+

π

4

)
=

1

8πa

(44)

Τελικά

Ey

Ex

=

1

8πa
1

4πa

=
1

2
(45)

Παρατηρούµε ότι ο λόγος Ey/Ex είναι ανεξάρτητος από την παράµετρο a.


