
ΗΥ215 - Εφαρμοσμένα 
Μαθηματικά για Μηχανικούς

ΔΙΑΛΕΞΗ 13Η

• Μετασχηματισμός Laplace



• Προς το μετασχ. Laplace

• Στις επόμενες διαλέξεις θα συζητήσουμε για τον μετασχ. Laplace

• Θα συζητήσουμε το κίνητρο πίσω από τη χρήση του…

• …καθώς και τις πολλαπλές διαισθητικές ερμηνείες που μπορεί να έχει

• Θα κατανοήσουμε τις λεπτομέρειες πίσω από τη θεωρία του και στη συνέχεια θα 
μελετήσουμε τις ιδιότητές του

• Τέλος, θα δούμε πως θα χρησιμοποιούμε το μετασχ. Laplace για να λύνουμε 
διαφορικές εξισώσεις και να αναλύουμε – ΓΧΑ ή μη – συστήματα 
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• Προς το μετασχ. Laplace

• Μετασχ. Fourier: πανίσχυρο (!) εργαλείο ανάλυσης συστημάτων και σημάτων

• Σήματα που δεν έχουν μετασχ. Fourier ( == δε συγκλίνει το ολοκλήρωμα)
• Κάποια σήματα ισχύος

• Κάποια σήματα ούτε ενέργειας ούτε ισχύος

• Για παράδειγμα, το σήμα 𝑥 𝑡 = 𝑒𝑎𝑡𝑢 𝑡 , 𝑎 > 0
• Δεν έχει μετασχ. Fourier

• Τι θα έπρεπε να ισχύει για να έχει?

𝑎 < 0

• Ας το “κάνουμε να έχει”! ☺

• Δημιουργούμε ένα νέο σήμα 

ො𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡 𝒆−𝝈𝒕 = 𝑒𝑎𝑡𝒆−𝝈𝒕𝑢(𝑡) = 𝑒 𝑎−𝜎 𝑡𝑢(𝑡), 𝜎 ∈ ℜ

• Τώρα αν 𝑎 − 𝜎 < 0 ⇒ 𝜎 > 𝑎, το σήμα ො𝑥 𝑡  έχει μετασχ. Fourier 

෠𝑋 𝑓 = න
−∞

+∞

ො𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡
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𝑡0

𝑥(𝑡)

𝑡0

ො𝑥(𝑡)

𝝈 > 𝜶
𝝈 < 𝜶
𝝈 = 𝜶



• Προς το μετασχ. Laplace

• Δηλ.

෠𝑋 𝑓 = න
−∞

+∞

ො𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 = න
0

+∞

𝑒 𝑎−𝜎 𝑡𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 =
1

(𝜎 − 𝑎) + 𝑗2𝜋𝑓
, 𝜎 > 𝑎

• Ελέγχοντας έτσι την τιμή του 𝜎 μπορούμε να μετασχηματίζουμε το σήμα

• Όμως εμείς ενδιαφερόμαστε για το 𝑥(𝑡), όχι για το ො𝑥(𝑡)! ☺

• Από την παραπάνω σχέση

න
0

+∞

𝑒𝑎𝑡𝑒−𝜎𝑡𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 = න
0

+∞

𝑒𝑎𝑡𝒆−(𝝈+𝒋𝟐𝝅𝒇)𝒕𝑑𝑡 = න
−∞

+∞

𝑒𝑎𝑡𝑢(𝑡)𝒆−𝒔𝒕𝑑𝑡 = 𝑋(𝑠)

• Οπότε βρήκαμε έναν άλλο μετασχηματισμό ο οποίος προβάλλει το σήμα όχι στις 
γνωστές μιγαδικές εκθετικές συναρτήσεις αλλά σε κάποιες άλλες της μορφής 𝑒−𝑠𝑡

• Αν θεωρήσουμε ότι ο μετασχ. Fourier εξαρτιόταν από τη μεταβλητή 𝑗2𝜋𝑓, τώρα ο 
νέος μετασχηματισμός εξαρτάται από τη μεταβλητή 𝑠 = 𝜎 + 𝑗2𝜋𝑓

• Αυτός ο μετασχηματισμός ονομάζεται 

   μετασχηματισμός Laplace
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μιγαδικές 
συχνότητες…

𝑠 𝑥(𝑡)



• Προς το μετασχ. Laplace
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𝑓

𝑋(𝑓)

0

2𝜋𝑓

𝑋(2𝜋𝑓)

0

𝑗2𝜋𝑓

𝑋(𝑗2𝜋𝑓)

0

𝜎 + 𝑗2𝜋𝑓 ቚ
𝜎=0

 

𝑋 𝜎 + 𝑗2𝜋𝑓 ቚ
𝜎=0

0

0 + 𝑗2𝜋𝑓

𝜎

𝑋(0 + 𝑗2𝜋𝑓)

0
𝜎 = 0

3 + 𝑗2𝜋𝑓

𝜎

𝑋(3 + 𝑗2𝜋𝑓)

𝜎 = 3

30



• Προς το μετασχ. Laplace
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𝑋(𝑠0)Πρόβλημα!



• Προς το μετασχ. Laplace

• Προφανώς καταλαβαίνετε ότι μπορούμε να επιλέξουμε 
άπειρα 𝜎 για να μετασχηματίσουμε το σήμα που συζητάμε
• Αρκεί πάντα να έχουμε 𝜎 > 𝑎

• Η περιοχή αυτή αποτελεί ένα ημιεπίπεδο από το 
𝜎 = 𝛼 (χωρίς να το περιλαμβάνει) ως το 𝜎 = +∞

• Η περιοχή του μιγαδικού επιπέδου στην οποία συγκλίνει ο μετασχ. Laplace 
ονομάζεται πεδίο σύγκλισης (region of convergence - ROC) και συμβολίζεται με 𝑹𝒙
• Μπορείτε να το φαντάζεστε σαν το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων μιας μεταβλητής

• Ορισμός Μετασχ. Laplace

𝑋 𝑠 = න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

• Αντίστροφος μετ. Laplace 

𝑥 𝑡 =
1

2𝜋𝑗
න

𝜎−𝑗∞

𝜎+𝑗∞

𝑋 𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠

• Δε θα τον χρησιμοποιήσουμε…
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𝜎

𝑗2𝜋𝑓

𝑎



• Προς το μετασχ. Laplace

• Η χρήση μιγαδικών συχνοτήτων ξενίζει… 

• Ας δούμε τον αντίστροφο μετασχ. Fourier στο σήμα 𝑥 𝑡 μέσω του ො𝑥 𝑡 = 𝑒 𝑎−𝜎 𝑡𝑢(𝑡)

𝑥 𝑡 = ො𝑥 𝑡 𝑒+𝜎𝑡 = 𝑒+𝜎𝑡 න
−∞

+∞

෠𝑋 𝑓 𝑒𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑓 = න
−∞

+∞

෠𝑋 𝑓 𝑒𝜎𝑡 𝑒𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑓

• Θεωρώντας ότι αναλύουμε πραγματικά σήματα, ο μετασχ. Fourier έχει τις γνωστές 
συμμετρίες και το 𝑥 𝑡  μπορεί να γραφεί ως

𝑥 𝑡 = න
0

+∞

2 ෠𝑋 𝑓 𝒆𝝈𝒕 cos 2𝜋𝑓𝑡 + ෠𝜙 𝑓 𝑑𝑓
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𝜎 ≠ 0𝜎 = 0



• Πόλοι και Μηδενικά

• Οι μετασχηματισμοί Laplace που θα δούμε θα αποτελούν κατά κανόνα ρητές 
συναρτήσεις του 𝑠

• Μας ενδιαφέρουν ιδιαίτερα δυο είδη σημείων του μιγαδικού επιπέδου

• 1. Οι πόλοι του μετασχηματισμού
▪ Είναι οι θέσεις του μιγαδικού επιπέδου που ο μετασχηματισμός Laplace απειρίζεται, δηλ. 

το σύνολο 𝑆𝑝 = 𝑠 ∈ ℂ ∶ 𝑋 𝑠 → ∞

▪ Ως εκ τούτου, οι πόλοι δεν ανήκουν στο πεδίο σύγκλισης του μετασχηματισμού

▪ Σε ρητές συναρτήσεις του 𝑠, οι ρίζες του παρονομαστή είναι πόλοι

▪ Συμβολίζονται με ένα Χ στο μιγαδικό επίπεδο

• 2. Τα μηδενικά του μετασχηματισμού
▪ Είναι οι θέσεις του μιγαδικού επιπέδου που ο μετασχηματισμός Laplace μηδενίζεται, δηλ. 

το σύνολο 𝑆𝑧 = 𝑠 ∈ ℂ ∶ 𝑋 𝑠 = 0

▪ Μπορούν να ανήκουν στο πεδίο σύγκλισης, δεν υπάρχει κάποιο πρόβλημα με αυτό

▪ Σε ρητές συναρτήσεις του 𝑠, οι ρίζες του αριθμητή είναι μηδενικά

▪ Συμβολίζονται με ένα Ο στο μιγαδικό επίπεδο
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• Πλευρικότητα και Αιτιατότητα

• Πλευρικότητα
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𝑥 𝑡 = 0, 𝑡 > 𝑡0 𝑥 𝑡 = 0, 𝑡 < 𝑡0

𝑥 𝑡 = 0, 𝑡 < 𝑡1, 𝑡 > 𝑡2



• Πλευρικότητα και Αιτιατότητα

• Αιτιατότητα
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(γ’) Μη-αιτιατό σήμα

𝑥 𝑡 = 0, 𝑡 < 0 𝑥 𝑡 = 0, 𝑡 > 0



• Μετασχηματισμός Laplace

• Παράδειγμα: Βρειτε το μετασχ. Laplace του σήματος 𝑥 𝑡 = 𝑒𝑎𝑡𝑢 𝑡 , 𝑎 ∈ ℜ
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𝑡0

𝑥(𝑡)



• Μετασχηματισμός Laplace
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• Μετασχηματισμός Laplace

• Παράδειγμα για 𝑎 = −
1

2
:
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ℜ𝑒{𝑠}

ℑ𝑚{𝑠}

−
1

2



• Μετασχηματισμός Laplace

• Παράδειγμα:
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• Μετασχηματισμός Laplace

• Κώδικας:
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

Συνεχίζεται… ☺

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών
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