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΄Ασκηση 1 - Αντίστροφός Μετασχ. Fourier

Γνωρίζουµε ότι

u(t)←→ 1

j2πf
+

1

2
δ(f) (1)

Μπορούµε να γράψουµε

X(f) =
1

j2πf(2 + j2πf)
− 1

2
δ(f) = G(f)− 1

2
δ(f) (2)

και κάνοντας ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα στον όρο G(f) παίρνουµε

G(f) =
A

j2πf
+

B

2 + j2πf
=

1

2

1

j2πf
− 1

2

1

2 + j2πf
(3)

΄Ετσι

X(f) =
1

2

1

j2πf
− 1

2

1

2 + j2πf
− 1

2
δ(f) (4)

=
1

2

1

j2πf
− 1

2

1

2 + j2πf
− 1

2
δ(f) +

3

4
δ(f)− 3

4
δ(f) (5)

=
1

2

1

j2πf
− 1

2

1

2 + j2πf
+

1

4
δ(f)− 3

4
δ(f) (6)

=
1

2

(
1

j2πf
+

1

2
δ(f)

)
− 1

2

1

2 + j2πf
− 3

4
δ(f) (7)

και επιστρέφοντας στο χρόνο (και µε χρήση της Σχέσης (1) )

x(t) =
1

2
u(t)− 1

2
e−2tu(t)− 3

4
=

1

2

(
1− e−2t

)
u(t)− 3

4
(8)

΄Ασκηση 2 - Γρίφος ! :-)

Από το 2ο στοιχείο παίρνουµε

F−1{(1 + j2πf)X(f)} = Ae−2tu(t)⇐⇒ (1 + j2πf)X(f) = F{Ae−2tu(t)} (9)

και γνωρίζουµε ότι

e−2tu(t)←→ 1

2 + j2πf
(10)

Οπότε
(1 + j2πf)X(f) = A

1

2 + j2πf
⇐⇒ X(f) =

A

(1 + j2πf)(2 + j2πf)
(11)

Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα, ϑα έχουµε

X(f) = A

(
C1

1 + j2πf
+

C2

2 + j2πf

)
= A

(
1

1 + j2πf
− 1

2 + j2πf

)
(12)

και αντιστρέφοντας τον µετασχηµατισµό

x(t) = A(e−tu(t)− e−2tu(t)) (13)
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Για τη σταθερά A χρησιµοποιούµε το 3ο στοιχείο, δηλ.∫ +∞

−∞
|X(f)|2df =

∫ +∞

−∞
x2(t)dt = 1 (14)∫ +∞

−∞
A2(e−tu(t)− e−2tu(t))2dt = 1 (15)∫ +∞

−∞

(
e−2tu2(t)− 2e−te−2tu2(t) + e−4tu2(t)

)
dt =

1

A2
(16)∫ +∞

0
e−2tdt− 2

∫ +∞

0
e−3tdt+

∫ +∞

0
e−4tdt =

1

A2
(17)

1

2
− 2

1

3
+

1

4
=

1

A2
(18)

A2 = 12 (19)

A = ±
√
12 (20)

΄Εχουµε δυο επιλογές για το τελικό σήµα

x1(t) =
√
12(e−t − e−2t)u(t) (21)

x2(t) = −
√
12(e−t − e−2t)u(t) (22)

Πρέπει να αποφανθούµε για το πρόσηµο της παρένθεσης. Το σήµα e−t σβήνει πιο αργά από το e−2t, οπότε η
διαφορά e−t − e−2t είναι ϑετική ∀t. Οπότε

x(t) = x1(t) =
√
12(e−t − e−2t)u(t) (23)

΄Ασκηση 3 - ΓΧΑ συστήµατα στο χώρο του Fourier

(αʹ) Αφού έχουµε ένα Ϲεύγος εισόδου-εξόδου, είναι πολύ απλό να ϐρούµε την συχνοτική απόκριση, από τη σχέση

Y (f) = X(f)H(f)⇐⇒ H(f) =
Y (f)

X(f)
(24)

Είναι

X(f) =
1

1 + j2πf
+

1

3 + j2πf
(25)

Y (f) =
2

1 + j2πf
− 2

4 + j2πf
(26)

και άρα

H(f) =
Y (f)

X(f)
=

3(3 + j2πf)

(4 + j2πf)(2 + j2πf)
(27)

(ϐʹ) Η κρουστική απόκριση του συστήµατος, h(t), ϐρίσκεται µε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα από τη συχνοτική
απόκριση που ϐρήκαµε πριν. ΄Εχουµε

H(f) =
3(3 + j2πf)

(4 + j2πf)(2 + j2πf)
=

A

4 + j2πf
+

B

2 + j2πf
=

3
2

4 + j2πf
+

3
2

2 + j2πf
(28)

και από πίνακες µετασχηµατισµού

h(t) =
3

2

(
e−4t + e−2t

)
u(t) (29)
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(γʹ) Παίρνοντας τη συχνοτική απόκριση H(f) = Y (f)/X(f) και πολλαπλασιάζοντας χιαστί έχουµε

Y (f)(4 + j2πf)(2 + j2πf) = 3X(f)(3 + j2πf) (30)

(j2πf)2Y (f) + 6j2πfY (f) + 8Y (f) = 9X(f) + 3(j2πf)X(f) (31)

και γυρίζοντας στο χρονο
d2

dt2
y(t) + 6

d

dt
y(t) + 8y(t) = 9x(t) + 3

d

dt
x(t) (32)

΄Ασκηση 4 - Σειρές Fourier και µετασχ. Fourier

(αʹ) Βρίσκοντας το µετασχ. Fourier µιας περιόδου, έχουµε

x(t, T0) =
2

T0
t, 0 < t < T0 =

2

T0
trect

(
t− T0

2

T0

)
(33)

Μπορούµε να ϐρούµε την παράγωγο του παραπάνω σήµατος και να δουλέψουµε την ιδιότητα της παραγώγι-
σης.

j2πfX(f) = F{x′(t)} (34)

= F

{
2

T0
rect

(
t− T0

2

T0

)
+

2

T0
trect′

(
t− T0

2

T0

)}
(35)

= F

{
2

T0
rect

(
t− T0

2

T0

)
+

2

T0
t(δ(t)− δ(t− T0))

}
(36)

= F

{
2

T0
rect

(
t− T0

2

T0

)
− 2

T0
T0δ(t− T0)

}
(37)

= F

{
2

T0
rect

(
t− T0

2

T0

)
− 2δ(t− T0)

}
(38)

=
2

T0
T0sinc (fT0) e

−j2πfT0/2 − 2e−j2πfT0 (39)

= 2sinc (fT0) e
−jπfT0 − 2e−j2πfT0 (40)

X(f) =
1

jπf
sinc(fT0)e

−jπfT0 − 1

jπf
e−j2πfT0 (41)

Από τη σχέση

Xk =
1

T0
X(f, T0)

∣∣∣
f=k/T0

(42)

έχουµε

Xk =
1

T0
X(f, T0)

∣∣∣
f=k/T0

(43)

=
1

T0

(
1

jπf
sinc(fT0)e

−jπfT0 − 1

jπf
e−j2πfT0

) ∣∣∣
f=k/T0

(44)

=
1

jπk
sinc(k)− 1

jπk
e−j2πk (45)

=
1

jπk
· 0− 1

jπk
· 1, ∀k ̸= 0 (από τη δοσµένη ϐοήθεια) (46)

= − 1

jπk
, ∀k ̸= 0 (47)

=
1

πk
ejπ/2, ∀k ̸= 0 (48)
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ενώ

X0 =
1

T0

∫ T0

0
x(t)dt =

1

T0

∫ T0

0

2

T0
tdt =

1

T0

2

T0

t2

2

∣∣∣T0

0
= 1 (49)

(ϐʹ) Ο µετασχ. Fourier του περιοδικού σήµατος δίνεται ως

X(f) =
+∞∑

k=−∞
Xkδ(f − kf0) = 1 +

+∞∑
k=−∞,k ̸=0

1

πk
ejπ/2δ(f − kf0) (50)

΄Ασκηση 5 - Φίλτρα Επιλογής Συχνοτήτων - Ι

Το ϕίλτρο επιλογής συχνότητας που δίνεται είναι ένα Ϲωνοπερατό ϕιλτρο µε συχνότητες αποκοπής fc1 = 1500 και
fc2 = 3000 Hz. Η είσοδος του συστήµατος έχει 4 συχνότητες : τη µηδενική, και τις συχνότητες 1000, 1800, 3700
Hz. Από το ϕίλτρο ϑα περάσει µόνο η συχνότητα των 1800 Hz, χωρίς αλλαγή στο πλάτος και στη ϕάση, αφού το
ϕίλτρο έχει µοναδιαίο πλάτος :

y(t) = 3 sin(2π1800t) (51)

Η είσοδος έχει µέση ισχύ

Px = A2
0 +

∑
k=1

3
A2

k

2
(52)

µε Ai τα πλάτη των τεσσάρων όρων. Οπότε

Px = 12 +
22

2
+

32

2
+

12

2
= 1 + 2 + 4.5 + 0.5 = 8 (53)

Αντίστοιχα για την έξοδο

Py =
32

2
= 4.5 (54)

΄Αρα ο λόγος µέσης ισχύος εισόδου-εξόδου είναι

Py

Px
=

4.5

8
=

9

16
(55)

΄Ασκηση 6 - Φίλτρα Επιλογής Συχνοτήτων - ΙΙ

Το ϕίλτρο επιλογής συχνότητας που δίνεται είναι ένα Ϲωνοπερατό ϕιλτρο µε συχνότητες αποκοπής fc1 = 5 και
fc2 = 6 Hz, δηλ.

H(f) =

{
1, 5 < |f | < 6
0, αλλού

(56)

(αʹ) Ο µετασχ. Fourier της εισόδου ϑα είναι

X(f) = F

{
sin(4πt)

πt

}
+ F

{
2 cos(2π6t)

sin(2πt)

πt

}
(57)

= F

{
4
sin(4πt)

4πt

}
+ F

{
2 cos(2π6t)

2 sin(2πt)

2πt

}
(58)

= F {4sinc(4t)}+ F {2 cos(2π6t)} ∗ F {2sinc(2t)} (59)

= rect

(
−f
4

)
+ (δ(f − 6) + δ(f + 6)) ∗ rect

(
−f
2

)
(60)

= rect

(
f

4

)
+ (δ(f − 6) + δ(f + 6)) ∗ rect

(
f

2

)
(61)

= rect

(
f

4

)
+ rect

(
f − 6

2

)
+ rect

(
f + 6

2

)
(62)

=


1, |f | < 2
1, 5 < |f | < 7
0, αλλού

(63)
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(ϐʹ) Το γινόµενο Y (f) = X(f)H(f) ϑα είναι

Y (f) =

{
1, 5 < |f | < 6
0, αλλού

×


1, |f | < 2
1, 5 < |f | < 7
0, αλλού

=

{
1, 5 < |f | < 6
0, αλλού

(64)

(γʹ) Αντιστρέφοντας στο χρόνο το προηγούµενο αποτέλεσµα και αναγνωριζοντας ότι αποτελείται από δυο τετρα-
γωνικούς παλµούς µε κέντρο το f = ±5.5 Hz, µπορούµε να γράψουµε

Y (f) = rect(f − 5.5) + rect(f + 5.5) (65)

και
y(t) = sinc(t)e−j2π5.5t + sinc(t)ej2π5.5t = 2 cos(2π5.5t)sinc(t) (66)

(δʹ) Η ενέργεια της εισόδου ισούται µε την επιφάνεια κάτω από τη συνάρτηση x2(t) ή τη |X(f)|2. Ευκολότερα
στο χώρο της συχνότητας, η ενέργεια ϑα είναι Ex = 4 + 2 · 2 = 8, αθροίζοντας τα εµβαδά των τριών παλµών.
Η ενέργεια της εξόδου, µε την ίδια ϕιλοσοφία, ϑα είναι Ey = 2 · 1 = 2, οπότε

Ey

Ex
=

1

4
(67)


