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Ασκηση 1 - Σειρά Fourier

(αʹ) ∆είτε το Σχήµα 1.

(ϐʹ) Προφανώς από το Σχήµα 1, η περίοδός του είναι T0 = 1 s.

Σχήµα 1: Περιοδικό σήµα άσκησης 1.

(γʹ) Είναι

X0 =
1

T0

∫
T0

x(t)dt =

∫ 1

0
sin(πt)dt = − 1

π
cos(πt)

]1
0
=

2

π
(1)

Xk =
1

T0

∫
T0

x(t)e−j2πkf0tdt =

∫ 1

0
sin(πt)e−j2πktdt (2)

=

∫ 1

0

1

2j
ejπte−j2πktdt−

∫ 1

0

1

2j
e−jπte−j2πktdt (3)

=
1

2j

(∫ 1

0
ejπte−j2πktdt−

∫ 1

0
e−jπte−j2πktdt

)
(4)

=
1

2j

(∫ 1

0
e−j(2πk−π)tdt−

∫ 1

0
e−j(2πk+π)tdt

)
(5)

=
1

2j

(∫ 1

0
e−j(π(2k−1))tdt−

∫ 1

0
e−j(π(2k+1))tdt

)
(6)

=
1

2j

( 1

−jπ(2k − 1)
e−j(π(2k−1))t

]1
0
− 1

−jπ(2k + 1)
e−j(π(2k+1))t

]1
0

)
(7)

=
1

−j22π(2k − 1)

(
e−j(π(2k−1)) − 1

)
− 1

−j22π(2k + 1)

(
e−j(π(2k+1)) − 1

)
(8)

=
1

2π(2k − 1)

(
e−j(π(2k−1)) − 1

)
− 1

2π(2k + 1)

(
e−j(π(2k+1)) − 1

)
(9)
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=
1

2π(2k − 1)

(
(e−jπ)2k−1 − 1

)
− 1

2π(2k + 1)

(
(e−jπ)2k+1 − 1

)
(10)

Ο αριθµός 2k ± 1 είναι περιττός για κάθε k ∈ Z. ΄Ετσι

Xk =
1

2π(2k − 1)

(
(e−jπ)2k−1 − 1

)
− 1

2π(2k + 1)

(
(e−jπ)2k+1 − 1

)
(11)

=
1

2π(2k − 1)

(
(−1)2k−1 − 1

)
− 1

2π(2k + 1)

(
(−1)2k+1 − 1

)
(12)

=
1

2π(2k − 1)

(
− 1− 1

)
− 1

2π(2k + 1)

(
− 1− 1

)
(13)

=
−2

2π(2k − 1)
− −2

2π(2k + 1)
=

1

π(2k + 1)
− 1

π(2k − 1)
(14)

=
2πk − 1− 2πk − 1

π(2k − 1)(2k + 1)
=

−2

π((2k)2 − 1)
(15)

=
2

π(1− 4k2)
(16)

(δʹ) Τα ϕάσµατα ϕαίνονται στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Φάσµατα άσκησης 1.

Ασκηση 2 - Συντελεστές Fourier

΄Εχουµε

X2k =
1

T0

∫ T0

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt =

1

T0

∫ T0/2

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt+

1

T0

∫ T0

T0/2
−x(t− T0/2)e

−j2π(2k)f0tdt (17)

=
1

T0

∫ T0/2

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt− 1

T0

∫ T0/2

0
x(u)e−j2π(2k)f0(u+T0/2)du (18)

=
1

T0

∫ T0/2

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt− 1

T0

∫ T0/2

0
x(u)e−j2π(2k)f0ue−j2π(2k)f0T0/2du (19)
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=
1

T0

∫ T0/2

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt− 1

T0

∫ T0/2

0
x(u)e−j2π(2k)f0ue−j2πkdu (20)

=
1

T0

∫ T0/2

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt− 1

T0

∫ T0/2

0
x(u)e−j2π(2k)f0udu (21)

= 0 (22)

[⋆] Ασκηση 3 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες

Για το σήµα της εκφώνησης έχουµε

Px =
1

2π

∫ π

−π
t4dt =

1

2π

t5

5

]π
−π

=
1

2π

2π5

5
=

π4

5
(23)

Από το ϑεώρηµα του Parseval ϑα έχουµε

|X0|2 +
+∞∑

k=−∞,k ̸=0

|Xk|2 =
π4

5
(24)

και

X0 =
1

2π

∫ π

−π
t2dt =

1

2π

t3

3

]π
−π

=
1

2π

2π3

3
=

π2

3
(25)

ενώ για τους συντελεστές του περιοδικού σήµατος, παρατηρούµε ότι αν το παραγωγίσουµε παίρνουµε το σήµα

d

dt
x(t) = 2t, −π < t < π (26)

του οποίου γνωρίζουµε τους συντελεστές Fourier ως

Xd
k =

2π

πk
(−1)kejπ/2, ∀k =

2

k
(−1)kejπ/2, ∀k (27)

’ρα οι συντελεστές του αρχικού σήµατος ϑα είναι

Xk =
1

j2πkf0
Xd

k =
1

j2πkf0

2

k
(−1)kejπ/2 =

2

k2
(−1)k, ∀k (28)

Οπότε

|X0|2 +
+∞∑

k=−∞,k ̸=0

|Xk|2 =
π4

5
(29)

π4

9
+

+∞∑
k=−∞,k ̸=0

|Xk|2 =
π4

5
(30)

+∞∑
k=−∞,k ̸=0

|Xk|2 =
π4

5
− π4

9
(31)

+∞∑
k=−∞,k ̸=0

4

k4
=

π4

5
− π4

9
(32)

Η ακολουθία 1/k4 είναι άρτια, οπότε

+∞∑
k=−∞,k ̸=0

4

k4
=

π4

5
− π4

9
(33)
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2
+∞∑
k=1

4

k4
=

4π4

45
(34)

8

+∞∑
k=1

1

k4
=

4π4

45
(35)

+∞∑
k=1

1

k4
=

4π4

360
(36)

+∞∑
k=1

1

k4
=

π4

90
(37)

που είναι και το Ϲητούµενο.

΄Ασκηση 4 - Μετασχηµατισµός Fourier Ι - Ορισµός

(αʹ) Είναι

X(f) =

∫ +∞

−∞
e−2tu(t− 3)e−j2πftdt =

∫ +∞

3
e−2te−j2πftdt (38)

=

∫ +∞

3
e−(2+j2πf)tdt = − 1

2 + j2πf
e−(2+j2πf)t

]+∞

3
(39)

= − 1

2 + j2πf
(0− e−3(2+j2πf)) =

1

2 + j2πf
e−3(2+j2πf) (40)

(ϐʹ) Είναι

X(f) =

∫ +∞

−∞
e−4|t|e−j2πftdt =

∫ 0

−∞
e4te−j2πftdt+

∫ +∞

0
e−4te−j2πftdt (41)

=

∫ 0

−∞
e(4−j2πf)tdt+

∫ +∞

0
e−(4+j2πf)tdt (42)

=
1

4− j2πf
e(4−j2πf)t

]0
−∞

− 1

4 + j2πf
e−(4+j2πf)t

]∞
0

(43)

=
1

4− j2πf
(1− 0)− 1

4 + j2πf
(0− 1) (44)

=
1

4− j2πf
+

1

4 + j2πf
(45)

=
8

(4− j2πf)(4 + j2πf)
(46)

=
8

16 + 4π2f2
(47)

(γʹ) Είναι

X(f) =

∫ +∞

−∞
te−2tu(t)e−j2πftdt =

∫ +∞

0
te−2te−j2πftdt (48)

=

∫ +∞

0
te−(2+j2πf)tdt = e−(2+j2πf)t

(−(2 + j2πf)t− 1

(−(2 + j2πf))2

)]+∞

0
(49)

= lim
t→+∞

e−(2+j2πf)t
(−(2 + j2πf)t− 1

(−(2 + j2πf))2

)
+

1

(2 + j2πf)2
(50)
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= − 1

(2 + j2πf)2
lim

t→+∞
e−(2+j2πf)t(1 + (2 + j2πf)t) +

1

(2 + j2πf)2
(51)

= 0 +
1

(2 + j2πf)2
=

1

(2 + j2πf)2
(52)

µετά από εφαρµογή του κανόνα του De L’Hospital.

΄Ασκηση 5 - Μετασχηµατισµός Fourier ΙΙ - Ιδιότητες

(αʹ) Είναι

Y (f) =
1

2
X(−f/2) =

1

2

4

3− j2π f
2

=
2

3− jπf
(53)

(ϐʹ) Είναι

Y (f) = X(f)e−j2π5f =
4

3 + j2πf
e−j10πf =

4e−j10πf

3 + j2πf
(54)

(γʹ) Είναι

Y (f) =
1

8
X(f/8)e−j2πf/4 =

1

8

4

3 + j2π f
8

e−jπf/2 =
4e−jπf/2

24 + j2πf
(55)

(δʹ) Είναι

Y (f) =
j

2π

d

df
X(f) =

j

2π

d

df

4

3 + j2πf
=

4

(3 + j2πf)2
(56)

(εʹ) Είναι

Y (f) = X
(
f − 6

2π

)
=

4

3 + j2π(f − 6
2π )

=
4

3 + j(2πf − 6)
(57)

(ϛʹ) Είναι

Y (f) = j2πfX(f) = j2πf
4

3 + j2πf
=

j8πf

3 + j2πf
(58)

[⋆] ΄Ασκηση 6 - Μετασχηµατισµός Fourier - Γρίφος :-)

Εφ΄όσον το σήµα είναι πραγµατικό στο χρόνο, το ℜ{X(f)} ϑα αντιστοιχεί στο άρτιο µέρος του σήµατος x(t), δηλ. στο

xe(t) =
x(t) + x(−t)

2
(59)

΄Αρα

xe(t) = |t|e−|t| =
x(t) + x(−t)

2
⇐⇒ x(t) + x(−t) = 2|t|e−|t| =

{
2te−t, t > 0
−2tet, t < 0

(60)

Αφού ισχύει ότι x(t) = 0, t < 0 =⇒ x(−t) = 0, t > 0, τότε το x(t) και το x(−t) δεν ‘‘επικαλύπτονται’’, και άρα

x(t) = 2te−tu(t) (61)

΄Ασκηση 7 - Αντίστροφος Μετασχ. Fourier - Ι

Αφού γνωρίζουµε το µέτρο και τη ϕάση του µετασχηµατισµού, µπορούµε να τον ϐρούµε ως

X(f) = |X(f)|ejϕx(f) = 2(u(f + 3)− u(f − 3))ej(−3πf+π) (62)

Παρατηρούµε ότι

u(f + 3)− u(f − 3) = rect
(f
6

)
(63)
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(αʹ) ΄Αρα η πολική µορφή δίνεται ως

X(f) = |X(f)|ejϕx(f) = 2rect
(f
6

)
ej(−3πf+π) (64)

(ϐʹ) Θα έχουµε

x(t) = F−1{X(f)} = F−1{2rect
(f
6

)
ej(−3πf+π)} (65)

= F−1{−2rect
(f
6

)
ej(−3πf)} (66)

= F−1{−2rect
(f
6

)
} ∗ F−1{ej(−2π 3

2
f)} (67)

λόγω της ιδιότητας της συνέλιξης στο χρόνο ⇐⇒ γινόµενο στη συχνότητα. Στη συνέχεια,

x(t) = −12sinc(6t) ∗ δ(t− 3

2
) (68)

= −12sinc(6(t− 3/2)) (69)
= −12sinc(6t− 9)) (70)
= −12sinc(9− 6t) (71)

από την ιδιότητα της συνέλιξης σήµατος µε τη συνάρτηση δέλτα και λόγω αρτιότητας της συνάρτησης sinc. Στο ίδιο
αποτέλεσµα καταλήγουµε µε εφαρµογή του ορισµού ή µε εφαρµογή της ιδιότητας της κλιµάκωσης και χρονικής
µετατόπισης - όλες αυτές οι λύσεις είναι σωστές.

(γʹ) Προφανώς τα σηµεία µηδενισµού είναι τα σηµεία µηδενισµού του αριθµητή sin(π(9− 6t)), οπότε

π(9− 6t) = kπ ⇐⇒ t =
9− k

6
, k ∈ Z (72)

΄Ασκηση 8 - Αντίστροφος Μετασχ. Fourier - ΙΙ

Ο µετασχηµατισµός γράφεται ως

X(f) =
10

24− (2πf)2 + j28πf
=

10

(2 + j2πf)(12 + j2πf)
(73)

Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα ϑα έχουµε

X(f) =
10

(2 + j2πf)(12 + j2πf)
=

A

2 + j2πf
+

B

12 + j2πf
(74)

µε

A = X(f)(2 + j2πf)
]
j2πf=−2

=
10

12 + j2πf

]
j2πf=−2

= 1 (75)

B = X(f)(12 + j2πf)
]
j2πf=−12

=
10

2 + j2πf

]
j2πf=−12

= −1 (76)

και άρα

X(f) =
1

2 + j2πf
− 1

12 + j2πf
(77)

Από τα Ϲεύγη µετασχηµατισµών στους Πίνακες µας καταλήγουµε ότι

x(t) = (e−2t − e−12t)u(t) (78)


