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4.1   ∆ιαγράµµατα Venn ∆ύο Μεταβλητών, Χάρτες Karnaugh

Οι λογικές συναρτήσεις 2 εισόδων καθορίζονται πλήρως από τις 4 τιµές που αυτές παίρνουν στον καθένα
από τους 4 (=22) συνδυασµούς των 2 εισόδων τους (γι' αυτό και υπάρχουν ακριβώς 16 (=24)
διαφορετικές τέτοιες λογικές συναρτήσεις 2 εισόδων). Άρα, ο πίνακας αληθείας τους περιέχει 4 δυαδικές
τιµές. Γιά εύκολη αναγνώριση "µε το µάτι" των λογικών αυτών συναρτήσεων µας βολεύει να διατάξουµε
τις 4 αυτές τιµές σ' ένα διδιάστατο πίνακα 2x2, όπου οι γραµµές αντιστοιχούν στην τιµή της µιάς
µεταβλητής εισόδου και οι στήλες αντιστοιχούν στην άλλη µεταβλητή εισόδου, όπως φαίνεται στο
σχήµα. Η παράσταση αυτή, ανάλογα πώς την βλέπει και πώς την χρησιµοποιεί κανείς, λέγεται είτε
Χάρτης Karnaugh (Καρνώ) είτε ∆ιάγραµµα Venn.

Το διάγραµµα Venn έχει
το εξής νόηµα: θεωρούµε
ότι η µεταβλητή εισόδου
A προσδιορίζει κατά
πόσον είµαστε µέσα στην
"περιοχή A" (κάτω
γραµµή) ή έξω από αυτήν
(1 = µέσα, 0 = έξω).
Οµοίως, η είσοδος B µας
λέει αν είµαστε µέσα (1) στην περιοχή B (δεξιά στήλη) ή έξω (0) από αυτήν. Όταν µας δίνουν µιά λογική
συνάρτηση (δηλαδή άσσους και µηδενικά στα 4 τετραγωνάκια), εµείς κοιτάζουµε σε ποιά περιοχή η
συναρτηση αυτή γίνεται αληθής (τιµή = 1), και περιγράφουµε αυτή την περιοχή σαν συνάρτηση των
τιµών των εισόδων A και B. Αν η συνάρτηση γίνεται αληθής µόνο στο κάτω δεξιό τετράγωνο, τότε
γίνεται αληθής όταν είµαστε "µέσα" στο A (A=1) και "µέσα" στο B (B=1), δηλαδή όταν είναι αληθές το
A και αληθές το B, δηλαδή όταν "A ΚΑΙ B" ("A AND B"). Κατ' αναλογία, όταν µιά λογική συνάρτηση 2
µεταβλητών γίνεται αληθής µόνο στο κάτω αριστερό τετράγωνο, τότε αυτή γίνεται αληθής όταν είµαστε
µέσα στο A (A=1) και "έξω" από το B (B=0), δηλαδή όταν είναι αληθές το A και ψευδές (όχι αληθές) το
B, δηλαδή όταν "A ΚΑΙ (ΟΧΙ B)" ("A AND (NOT B)"). Οµοίως, η λογική συνάρτηση που γίνεται αληθής
µόνο στο πάνω δεξιό τετράγωνο είναι η "(NOT A) AND B", ενώ η συνάρτηση που γίνεται αληθής µόνο
στο πάνω αριστερό τετράγωνο είναι η "(NOT A) AND (NOT B)". Στην περίπτωση του παραδείγµατος της
παραγράφου 3.1 µε την ένδειξη 7 τµηµάτων, η έξοδος a τυχαίνει να είναι ακριβώς αυτή η τελευταία
συνάρτηση, όπως διαπιστώνουµε εύκολα αν σχεδιάσουµε τον πίνακα αληθείας της στη µορφή που
φαίνεται στο σχήµα.

Όταν µιά λογική συνάρτηση γίνεται αληθής (τιµή = 1) σε δύο διπλανά τετράγωνα, τότε αυτή µπορεί να
περιγραφεί σαν "µέσα" ή "έξω" από την περιοχή της µιάς από τις δύο µεταβλητές εισόδου. Έτσι, στο
παραπάνω παράδειγµα, η έξοδος f, που γίνεται 1 στα δύο τετράγωνα της επάνω γραµµής, µπορεί να
περιγραφεί σαν "έξω" από το A, δηλαδή ΟΧΙ A, όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήµα. Αντίστοιχα, µιά
συνάρτηση που θα γίνονταν 1 στην κάτω γραµµή θα ήταν ίση µε A, αν γίνονταν 1 στη δεξιά στήλη θα
ήταν ίση µε B, και αν γίνονταν 1 στην αριστερή στήλη θα ήταν ίση µε NOT B.

Μιά λογική συνάρτηση που γίνεται αληθής σε τρία τετράγωνα µπορεί να περιγραφεί όπως στο επόµενο
σχήµα: επάνω φαίνονται τρείς εναλλακτικές περιγραφές γιά τη συνάρτηση που οδηγεί το τµήµα d της
ένδειξης 7 τµηµάτων (§3.1). Στην πρώτη περιγραφή, η περιοχή αληθείας της d ορίζεται σαν η ένωση
τριών περιοχών µεγέθους ενός τετραγώνου η καθεµία. Καθώς παραπάνω η τοµή περιοχών αντιστοιχούσε
στο λογικό και, η ένωση περιοχών, εδώ, αντιστοιχεί στο λογικό ή, αφού η συνάρτηση είναι αληθής όποτε
είναι αληθής ή ο ένας όρος, ή ο δεύτερος, ή ο τρίτος (ή περισσότεροι ταυτόχρονα). Έτσι, οι τρείς
περιοχές του πρώτου σχήµατος µας δίνουν την περιγραφή της συνάρτησης που φαίνεται από πάνω, η
οποία είναι το λογικό ή τριών όρων που ο καθένας τους είναι ένα λογικό και.
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Η δεύτερη περιγραφή της λογικής συνάρτησης
d οδηγεί σε απλούστερη έκφραση, διότι
χρησιµοποιεί λιγότερες και µεγαλύτερες
βασικές περιοχές. Όσο µεγαλύτερη είναι µιά
βασική περιοχή γειτονικών τετραγώνων, τόσο
λιγότερους όρους "και" έχει η αντίστοιχη
λογική έκφραση· και όσο λιγότερες περιοχές
χρειάζεται να ενώσουµε γιά να καλύψουµε την
περιοχή αληθείας της συνάρτησής µας, τόσο
λιγότερα κοµµάτια θα ενώνουν οι πράξεις ή.
Τελικά, η οικονοµικότερη περιγραφή της
λογικής συνάρτησης d είναι η τρίτη, δεξιά, διότι
χρησιµοποιεί τις µεγαλύτερες δυνατές βασικές
περιοχές, δηλαδή τους απλούστερους όρους· η
εν µέρει επικάλυψη των περιοχών δεν έχει καµία σηµασία, αφού η λογική πράξη ή είναι αληθής όταν
είναι αληθείς είτε µία είτε περισσότερες από τις εισόδους της. Κατ' ανάλογο τρόπο, η εξοδος c που
ζητάµε γιά το κύκλωµα του παραδείγµατός µας είναι η λογική συνάρτηση "(NOT A) OR B", όπως
φαίνεται στο παραπάνω σχήµα, κάτω αριστερά. Η µέθοδος αυτή της απλοποίησης λογικών συναρτήσεων
µέσω συνένωσης γειτονικών τετραγώνων λέγεται "µέθοδος του Χάρτη Καρνώ" (Karnaugh Map).

Η έξοδος b του κυκλώµατος της §3.1 πρέπει να ανάβει στα δύο τετράγωνα που φαίνονται στο παραπάνω
σχήµα (κάτω µέση), τα οποία όµως, δυστυχώς, δεν είναι γειτονικά. Γιά το λόγο αυτό, τα δύο αυτά
τετράγωνα δεν µπορούν να συνενωθούν όπως παραπάνω, και δεν µπορεί να γίνει καµιά ιδιαίτερη
απλοποίηση της σχετικής συνάρτησης --αυτή παραµένει αναγκαστικά η ένωση δύο ανεξάρτητων
τετραγώνων: b = [(NOT A) AND (NOT B)] OR [A AND B]. Πρόκειται γιά τη συνάρτηση ισότητας που
είδαµε στην §1.4. Η άλλη λογική συνάρτηση 2 µεταβλητών που δεν απλοποιείται είναι η συνάρτηση
αποκλειστικού Ή (exclusive OR, ή "XOR"), που επίσης είδαµε στην ίδια παράγραφο, και που φαίνεται
στο παραπάνω σχήµα, κάτω δεξιά.

4.2   ∆ιαγράµµατα Venn και Χάρτες Karnaugh Τριών και Τεσσάρων Μεταβλητών

Η επιτυχία των διαγραµµάτων Venn δύο µεταβλητών στο να µας
βοηθούν να απλοποιούµε λογικές συναρτήσεις οφείλεται στη διάταξη
των τιµών της συνάρτησης στις δύο διαστάσεις µε τρόπο τέτοιο που η
κάθε µεταβλητή να αντιστοιχεί στη µία διάσταση. Γιά να πετύχουµε το
ίδιο αποτέλεσµα µε τρείς µεταβλητές εισόδου, φανταζόµαστε ότι
διατάσουµε τα περιεχόµενα του πίνακα αληθείας στις 3 διαστάσεις, σ'
ένα σχήµα κύβου, όπως στο εδώ σχήµα. Στη συνέχεια, επειδή είναι
άβολο να σχεδιάζουµε τριδιάστατα σχήµατα στο χαρτί, φανταζόµαστε
ότι ξεδιπλώνουµε τον κύβο, κόβοντάς τον πίσω στη µέση, και
φέρνοντας τις δύο πίσω στήλες στην αριστερή και στη δεξιά άκρη
αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο σχήµα, δεξιά.

Η συνέπεια είναι ότι οι στήλες του πίνακα αντιστοιχούν στις δύο
µεταβλητές εισόδου B και C µε τη σειρά που φαίνεται στο σχήµα: 00,
01, 11, 10 --η σειρά αυτή (που λέγεται και "κώδικας Gray") διαφέρει
από τη συνηθισµένη σειρά αρίθµησης (µέτρησης) στο δυαδικό (00, 01,
10, 11). Με τη σειρά αυτή πετυχαίνουµε η περιοχή αληθείας της
µεταβλητής B να αποτελείται από 4 γειτονικά τετράγωνα --τα 4 δεξιά
τετράγωνα-- και ταυτόχρονα η περιοχή αληθείας της µεταβλητής C να
αποτελείται επίσης από 4 γειτονικά τετράγωνα --τα 4 µεσαία
τετράγωνα. Η περιοχή αληθείας του C' ( δηλ. του "ΝΟΤ C") είναι
επίσης 4 "γειτονικά" τετράγωνα --δύο στη άκρη αριστερά και δύο στην
άκρη δεξιά-- αλλά γιά να καταλάβουµε ότι αυτά είναι γειτονικά πρέπει
να φανταστούµε τον πίνακα σαν ένα ξετυλιγµένο βαρέλι: τα
τετράγωνα αυτά ήταν γειτονικά πριν το ξετύλιγµα. Γενικά, στο χάρτη 3
µεταβλητών, οιαδήποτε 4 "γειτονικά" τετράγωνα --δηλαδή 4
τετράγωνα σε σχήµα 2x2 ή 4x1-- αντιστοιχούν σε µία µεταβλητή εισόδου ή στην άρνησή της. Οι δύο
οριζόντιες τετράδες αντιστοιχούν στο A και στο A' (ΝΟΤ A).

Περιοχές δύο γειτονικών τετραγώνων αντιστοιχούν στο λογικό ΚΑΙ δύο εκ των τριών µεταβλητών
εισόδου (ή των αρνήσεών τους). Μερικά τέτοια ζευγάρια φαίνονται στο κάτω µέρος του σχήµατος.
Παρατηρήστε ότι τα ζευγάρια που περιλαµβάνουν το C' µοιάζουν "κοµένα" --ένα τετράγωνο στην άκρη
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αριστερά και ένα στην άκρη δεξιά-- όµως αποτελούνται και αυτά από τετράγωνα που ήταν γειτονικά πριν
ξετυλίξουµε το χάρτη από τη µορφή βαρελιού που λέγαµε πιό πάνω. Τέλος, φυσικά, όπως και στους
χάρτες 2 µεταβλητών, µεµονωµένα τετράγωνα αντιστοιχούν στο λογικό ΚΑΙ όλων των µεταβλητών
εισόδου ή των αρνήσεών τους, και περιοχές που προκύπτουν από την ένωση οµάδων τετραγώνων
αντιστοιχούν στο λογικό Ή των σχετικών όρων. Όταν καλύπτουµε περιοχές µε τέτοιες ενώσεις,
επιδιώκουµε η κάθε οµάδα γειτονικών τετραγώνων να είναι όσο µεγαλύτερη γίνεται (πάντα βέβαια
µεγέθους δύναµης του 2, διατεταγµένη σε σχήµα ορθογωνίου)· επικαλύψεις περιοχών δεν µας ενοχλούν
--αντίθετα βοηθούν στη µεγιστοποίηση της έκτασης της κάθε µεµονωµένης περιοχής.

Ο χάρτης Karnaugh τεσσάρων µεταβλητών σχεδιάζεται όπως
φαίνεται στο επόµενο σχήµα. Πρέπει να φανταστούµε ότι αυτός ο
πίνακας 4x4 προέρχεται από διπλό ξετύλιγµα µιάς παράξενης
σφαιροειδούς επιφάνειας και οριζόντια και κατακόρυφα. Η αριστερή
και η δεξιά στήλη ήταν γειτονικές πριν το ξετύλιγµα, σαν να
προέρχονται από ένα όρθιο βαρέλι, και αντιστοιχούν στη µεταβλητή
D' (ΝΟΤ D). Ταυτόχρονα, η επάνω και η κάτω γραµµή ήταν κι αυτές
γειτονικές, πριν το ξετύλιγµα από ένα πλαγιαστό βαρέλι, και
αντιστοιχούν στη µεταβλητή B' (ΝΟΤ B). Τετράδες γειτονικών
τετραγώνων αντιστοιχούν στο λογικό ΚΑΙ δύο εκ των τεσσάρων
µεταβλητών εισόδου, ή των αρνήσεών τους. Μία τέτοια τετράδα --η
πιό πολύ κοµµένη απ' όλες-- φαίνεται στο σχήµα στις 4 γωνίες: πρόκειται γιά την περιοχή B'D', και τα
τετράγωνά της ήταν όλα γειτονικά πριν το διπλό ξετύλιγµα. Άλλες κοµµένες τετράδες έχουν 2 τετράγωνα
αριστερά και 2 δεξιά, ή 2 τετράγωνα επάνω και 2 κάτω. Ζευγάρια γειτονικών τετραγώνων αντιστοιχούν
στο λογικό ΚΑΙ τριών εκ των τεσσάρων µεταβλητών εισόδου, ή των αρνήσεών τους. Μεµονωµένα
τετράγωνα αντιστοιχούν στο λογικό ΚΑΙ όλων των µεταβλητών εισόδου (ή των αρνήσεών τους).

Μπορούν να οριστούν και χάρτες Karnaugh πέντε ή περισσοτέρων µεταβλητών, αλλά δεν είναι
πρακτικοί. Εξ' άλλου, ας µην ξεχνάµε ότι η απλοποίηση λογικών συναρτήσεων "µε το µάτι" και "µε το
χέρι" ανήκει στο παρελθόν: σήµερα υπάρχουν αποδοτικοί αλγόριθµοι και αντίστοιχα προγράµµατα που
κάνουν αυτές τις απλοποιήσεις και πολλές άλλες αυτόµατα. Το πιό γνωστό τέτοιο πακέτο αυτόµατης
σύνθεσης υλικού, σήµερα, είναι το "Synopsys".

Άσκηση 4.3: Οι Αριθµοί 0-7 
      στην Οθόνη 7 Τµηµάτων

Πρίν φτάσετε στο εργαστήριο κάντε αυτή την άσκηση µε µολύβι και χαρτί· η άσκηση αυτή δεν έχει
τίποτα να φτιάξτε στο εργαστήριο, διότι τα κυκλώµατα που προκύπτουν είναι πολύ µεγάλα γιά να
υλοποιηθούν στο χρόνο ενός εργαστηρίου µας --απλώς θα παραδώσετε τη λύση σας µέσα στην αναφορά
του εργαστηρίου σας. Ζητείται να βρεθούν οι 7 λογικές συναρτήσεις οδήγησης των 7 τµηµάτων του
γνωστού µας ενδείκτη, προκειµένου αυτός να εµφανίζει τις 8 ενδείξεις που φαίνονται στο σχήµα,
ανάλογα µε τον εκάστοτε συνδυασµό τιµών των τριών bits εισόδου A, B, και C. Φτιάξτε τους 7 πίνακες
αληθείας σε µορφή 7 χαρτών Karnaugh τριών µεταβλητών, βρείτε τις οµάδες γειτονικών τετραγώνων που
χρειάζονται γιά να καλύψουν τις περιοχές ανάµατος της κάθε LED, γράψτε τις αντίστοιχες λογικές
συναρτήσεις γιά τις 7 εξόδους, και σχεδιάστε το αντίστοιχο κύκλωµα µε πύλες.

4.4   Συνθήκες Αδιαφορίας (Don't Care Conditions)

Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις, οι πίνακες αληθείας των επιθυµητών εξόδων ήταν πλήρως
προδιαγεγραµµένοι, δηλαδή µας ενδιέφερε η κάθε έξοδος να έχει µιά συγκεκριµένη, προκαθορισµένη
τιµή γιά τον κάθε δυνατό συνδυασµό τιµών των εισόδων. Υπάρχουν όµως και περιπτώσεις "µερικώς
προδιαγεγραµµένων" συστηµάτων. Γιά παράδειγµα, στην παρακάτω άσκηση, µας ζητείται να
οδηγήσουµε τη γνωστή µας οθόνη 7 τµηµάτων σε τρόπον ώστε να εµφανίζονται σε αυτήν τα δέκα ψηφία
από το 0 ως το 9. Γιά να πετύχουµε δέκα διαφορετικές εξόδους δεν αρκούν προφανώς 3 bits εισόδου
--χρειάζονται τέσσερα. Όµως, τα 4 bits έχουν 16 δυνατούς συνδυασµούς· διαλέγουµε δέκα από αυτούς
γιά να γεννάνε στην οθόνη τα δέκα επιθυµητά ψηφία, ενώ δεν µας ενδιαφέρει τι θα κάνει η οθόνη όταν
στις εισόδους εµφανίζεται ένας από τους υπόλοιπους έξι συνδυασµούς --π.χ. το κύκλωµα που µας
τροφοδοτεί µε τα 4 bits εισόδου ποτέ δεν θα µας δίνει έναν από τους υπόλοιπους 6 συνδυασµούς, ή αν
µας δώσει, δεν µας ενδιαφέρει τι θα δείξει η οθόνη σε αυτή την περίπτωση.

Όταν ένας πίνακας αληθείας δεν προκαθορίζει την τιµή εξόδου γιά ορισµένο συνδυασµό τιµών εισόδου,
λέµε ότι εκεί έχουµε µία συνθήκη αδιαφορίας (don't care condition), και συχνά βάζουµε στον στη θέση
εκείνη του πίνακα και του χάρτη Karnaugh σα σύµβολο ένα "x". Στο χάρτη Karnaugh, όταν αναζητούµε
την ελάχιστη δυνατή ένωση των µέγιστων δυνατών περιοχών γειτονικών τετραγώνων προκειµένου να
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καλύψουµε τους άσσους του χάρτη, θεωρούµε ότι το κάθε "x" είναι ό,τι µας βολεύει. Αν βολεύει να το
θεωρήσουµε σαν άσσο, προκειµένου να πετύχουµε µεγαλύτερη περιοχή γειτονικών τετραγώνων, το
θεωρούµε σαν άσσο. Αν βολεύει να το θεωρήσουµε σαν µηδενικό, προκειµένου να µην χρειαστούµε µιά
επιπλέον περιοχή γιά να το καλύψουµε, το θεωρούµε σαν µηδενικό. Η συµπεριφορά του τελικού
κυκλώµατος γιά κάθε αδιάφορη τιµή εισόδων θα καθοριστεί προφανώς από το τι µας βόλεψε και
θεωρήσαµε το αντίστοιχο "x" στο χάρτη.

Άσκηση 4.5: Οι Αριθµοί 0-9 
      στην Οθόνη 7 Τµηµάτων

Πρίν φτάσετε στο εργαστήριο κάντε αυτή την άσκηση µε µολύβι και χαρτί· η άσκηση αυτή δεν έχει
τίποτα να φτιάξτε στο εργαστήριο, διότι τα κυκλώµατα που προκύπτουν είναι πολύ µεγάλα γιά να
υλοποιηθούν στο χρόνο ενός εργαστηρίου µας --απλώς θα παραδώσετε τη λύση σας µέσα στην αναφορά
του εργαστηρίου σας. Ζητείται να βρεθούν οι 7 λογικές συναρτήσεις οδήγησης των 7 τµηµάτων του
γνωστού µας ενδείκτη, προκειµένου αυτός να εµφανίζει τις 10 ενδείξεις που φαίνονται στο σχήµα,
ανάλογα µε τον εκάστοτε συνδυασµό τιµών των 4 bits εισόδου A, B, C, και D· δεν µας ενδιαφέρει τι
σχήµα θα εµφανίζεται στον ενδείκτη όταν οι 4 είσοδοι βρίσκονται σε έναν από τους υπόλοιπους 6
συνδυασµούς τους. Φτιάξτε τους 7 πίνακες αληθείας σε µορφή 7 χαρτών Karnaugh τεσσάρων
µεταβλητών που περιέχουν και από 6 όρους αδιαφορίας καθένας· βρείτε και σηµειώστε τις οµάδες
γειτονικών τετραγώνων που βολεύουν και χρειάζονται γιά να καλύψουν τις περιοχές ανάµατος της κάθε
LED, και γράψτε τις αντίστοιχες λογικές συναρτήσεις γιά τις 7 εξόδους. ∆εν χρειάζεται να σχεδιάσετε το
κύκλωµα µε πύλες, εδώ.

4.6   Άλγεβρα Boole

Οι λογικές πράξεις ΚΑΙ, Ή, ΌΧΙ πάνω σε δυαδικές ψηφιακές µεταβλητές ορίζουν µιάν Άλγεβρα, η οποία
ονοµάστηκε "Άλγεβρα Boole" (Boolean Algebra), προς τιµήν του Μαθηµατικού George Boole ο οποίος
δηµοσίευσε τις πρώτες σχετικές ιδέες το 1849, καθώς εργάζονταν πάνω στη µαθηµατική διατύπωση των
κανόνων της λογικής νόησης. Περίπου 90 χρόνια αργότερα, το 1938, ο Claude Shannon έδειξε ότι η
Άλγεβρα Boole, όπως είχε εν τω µεταξύ εξελιχθεί, περιγράφει και τη λειτουργία των κυκλωµάτων
διακοπτών, όπως κάναµε κι εµείς στην αρχή του µαθήµατός µας.

Η Άλγεβρα Boole µπορεί να δοµηθεί ξεκινώντας από τον ("αξιωµατικό") ορισµό των τριών πράξεων,
ΚΑΙ, Ή, ΌΧΙ, βάσει του πίνακα αληθείας τους που είδαµε στην §1.1, δηλαδή από τον ορισµό τους µέσω
της εξαντλητικής απαρίθµησης του αποτελέσµατός τους γιά τον κάθε δυνατό συνδυασµό εισόδων. Γιά
σκοπούς συντοµογραφίας, από δω και πέρα, θα συµβολίζουµε τις λογικές αυτές πράξεις µε AB [ή και µε
τελεία στη µέση] (Α και Β), A+B (A ή B), και A' [ή και µε παύλα από πάνω] (όχι A), όπως είπαµε στην
§3.3. Τις µεταβλητές της Άλγεβρας Boole, δηλαδή τις δυαδικές ψηφιακές µεταβλητές, τις λέµε και
"Μεταβλητές Boole" (Boolean variables). Όπως έχουµε πεί, οι δύο τιµές µιάς µεταβλητής Boole µπορεί
να συµβολίζουν πολλά και διαφορετικά πράγµατα, π.χ. αναµένο-σβηστό, ζεστό-κρύο, πάνω-κάτω,
µπρός-πίσω, αριστερά-δεξιά, πατηµένος-ελεύθερος (διακόπτης), ψηλή-χαµηλή (ηλεκτρική τάση), περνάει
- δεν περνάει (ρεύµα), αληθές-ψευδές, ναι-όχι, 1-0, κλπ. Γιά σκοπούς συντοµογραφίας, και πάλι,
συνήθως θα χρησιµοποιούµε τα σύµβολα 1 (αληθές, αναµένο, κλπ), και 0 (ψευδές, σβηστό, κλπ).

Ξεκινώντας από τον ορισµό των τριών πράξεων Boole, µπορούµε να αποδείξουµε πολλά θεωρήµατα της
Άλγεβρας Boole, τα οποία συχνά αντιστοιχούν και σε συνηθισµένες διατυπώσεις της καθηµερινής µας
λογικής σκέψης. Η απόδειξη µπορεί να γίνει µε εξαντλητική επαλήθευση όλων των περιπτώσεων
(πίνακας αληθείας), ή µε διαγράµµατα Venn, ή µε τη χρήση άλλων θεωρηµάτων. Εκθέτουµε εδώ
κάµποσα τέτοια θεωρήµατα, κατά σειρά σηµαντικότητας.

∆ύο Αρνήσεις κάνουν Μία Κατάφαση: 
Όπως ξέρουµε πολύ καλά και από την καθηµερινή µας ζωή, και όπως αποδεικνύεται άµεσα και από τον
πίνακα αληθείας, το ΌΧΙ (ΌΧΙ A) είναι το ίδιο µε το A, δηλαδή: (A')' = A.

Θεώρηµα DeMorgan (Άρνηση και ∆υϊσµός): 
Όπως παρατηρήσαµε ήδη κάµποσες φορές, από την §0.7
και µετά, η άρνηση του ΚΑΙ ισοδυναµεί µε το Ή των
αρνήσεων, ενώ η άρνηση του Ή ισοδυναµεί µε το ΚΑΙ
των αρνήσεων. Η ιδιότητα αυτή, γνωστή σαν Αρχή του
∆υϊσµού (Duality Principle) ή "Θεώρηµα DeMorgan",
διατυπώνεται επίσηµα ως εξής:

    (AB)'  =  A'+B'
    (A+B)' =  A'B'
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Γιά να το αποδείξουµε, αρκεί να κατασκευάσουµε τους πίνακες αληθείας των παραπάνω συναρτήσεων
και να τους συγκρίνουµε. Αν τους κατασκευάσουµε σε µορφή διαγράµµατος Venn / χάρτη Karnaugh, και
σηµειώσουµε τα τετράγωνα όπου η κάθε συνάρτηση γίνεται 1, θα προκύψει το σχήµα που φαίνεται.
Όπως βλέπουµε, η συνάρτηση AB γίνεται 1 στο κάτω δεξιά τετράγωνο, άρα το συµπλήρωµά της (η
άρνησή της), δηλ. η συνάρτηση (AB)', θα γίνεται 1 στις υπόλοιπες περιπτώσεις (αριστερά και πάνω "Γ").
Αυτή η τελευταία περιοχή είναι ίδια µε την ένωση (λογικό Ή) της περιοχής A' (A bar --δύο επάνω
τετράγωνα) µε την περιοχή B' (B bar --δύο αριστερά τετράγωνα), αποδεικνύοντας έτσι την πρώτη από τις
παραπάνω σχέσεις. Αντίστοιχα µπορεί να αποδειχτεί και η δεύτερη σχέση, όπως φαίνεται στο δεξί µέρος
του σχήµατος.

Εναλλακτικά, η δεύτερη σχέση µπορεί να προκύψει από την πρώτη και από την ιδιότητα ότι δύο
αρνήσεις κάνουν µία κατάφαση. Ξεκινάµε από το δεξί µέλος της ισότητας που θέλουµε να αποδείξουµε,
και το µετασχηµατίζουµε µε δύο αρνήσεις: A'B' = [(A'B')']'. Μέσα στις αγκύλες υπάρχει η άρνηση ενός
λογικού ΚΑΙ, άρα µπορούµε να εφαρµόσουµε σε αυτήν το πρώτο θεώρηµα DeMorgan, και να την
µετατρέψουµε στο λογικό Ή των αρνήσεων, οι οποίες στη συνέχεια µπορούν να απλοποιηθούν: (A'B')' =
(A')' + (B')' = Α+Β. Βάσει αυτού, η προηγούµενη ισότητα µας δίνει: A'B' = [(A'B')']' = [Α+Β]' = (A+B)',
πράγµα που είναι ακριβώς το δεύτερο θεώρηµα DeMorgan. Ο τρόπος αυτός απόδειξης µας οδηγεί σε µιά
δεύτερη διατύπωση της αρχής του δυϊσµού: εάν σε µιάν ισότητα της άλγεβρας Boole αλλάξουµε όλα τα
ΚΑΙ µε Ή, και όλα τα Ή µε ΚΑΙ, τότε προκύπτει µιά άλλη, επίσης αληθής ισότητα, η "δυϊκή" της πρώτης
(όπως θα δούµε πιό κάτω, αν η ισότητα περιέχει και άσσους ή µηδενικά, τότε πρέπει και αυτά να τα
αλλάξουµε από 0 σε 1 και από 1 σε 0).

Επιµεριστική Ιδιότητα (Distributive Property): 
Κατ' ανάλογο τρόπο, µέσω του πίνακα αληθείας / διαγράµµατος Venn, µπορεί κανείς να διαπιστώσει ότι:

    A(B+C) = AB + AC
    A+(BC) = (A+B)(A+C)

Ειπωµένο µε λόγια, αν ισχύει το A και επίσης ισχύει το B ή το C, τότε θα πρέπει να ισχύει το A και το B
ή να ισχύει το A και το C. Αντίστοιχα, η δεύτερη σχέση λέει ότι αν ισχύει το A ή ισχύει το B και το C,
τότε θα ισχύει το A ή το B, καθώς επίσης θα ισχύει το A ή το C. Παρατηρήστε ότι όταν χρησιµοποιούµε
τα παραπάνω σύµβολα του ΚΑΙ που µοιάζει µε το σύµβολο του πολλαπλασιασµού και του Ή που µοιάζει
µε το σύµβολο της πρόσθεσης, τότε η πρώτη από τις παραπάνω σχέσεις µοιάζει οικεία, αλλά η δεύτερη
καθόλου (αφού, φυσικά, δεν µιλάµε γιά πρόσθεση και πολλαπλασιασµό).

Όπως και µε τις δύο µορφές του θεωρήµατος DeMorgan, οι δύο παραπάνω σχέσεις είναι δυϊκές µεταξύ
τους: αν αντικαταστήσουµε τα ΚΑΙ µε Ή και τα Ή µε ΚΑΙ, τότε προκύπτει η µία από την άλλη. Ο λόγος
είναι ότι η δεύτερη µπορεί να προκύψει από την πρώτη, εφαρµόζοντας τα θεωρήµατα DeMorgan (δηλαδή
την αρχή του δυϊσµού), και το ότι δύο αρνήσεις κάνουν µία κατάφαση. Ξεκινώντας µε το αριστερό µέλος
της δεύτερης σχέσης, το µετασχηµατίζουµε ώς εξής µέχρι να προκύψει το δεξί: A+(BC) = { [A+(BC)]'}'
(δύο αρνήσεις) = { A'(BC)' }' (από DeMorgan) = { A'(B'+C') }' (από DeMorgan) = { A'B' + A'C' }' (από
την πρώτη επιµεριστική ιδιότητα) = { (A+B)' + (A+C)' }' (από DeMorgan) = { [(A+B)(A+C)]' }' (από
DeMorgan) = (A+B)(A+C) (δύο αρνήσεις).

Αντιµεταθετική και Προσεταιριστική Ιδιότητα (Commutative and Associative Property): 
Όπως ξέρουµε, η σειρά των µεταβλητών δεν παίζει ρόλο στις πράξεις ΚΑΙ και Ή (αντιµεταθετική
ιδιότητα), όπως επίσης στα πολλαπλά ΚΑΙ η σειρά των πράξεων δεν παίζει ρόλο, και το ίδιο και στα
πολλαπλά Ή (προσεταιριστική ιδιότητα --γι' αυτό και συνήθως τα γράφουµε χωρίς παρενθέσεις).
Παρατηρήστε και πάλι τα ζευγάρια δυϊκών σχέσεων:

     AB = BA      A+B = B+A                         (αντιµεταθετική)
     A(BC)  = (AB)C    [συνήθως γράφεται:  ABC   ]  (προσεταιριστική)
    A+(B+C) = (A+B)+C  [συνήθως γράφεται:  A+B+C ]

Άλλα Θεωρήµατα της Άλγεβρας Boole: 
Μπορούν εύκολα να αποδειχτούν τα παρακάτω επίσης θεωρήµατα. Τα δύο θεωρήµατα σε κάθε γραµµή
--αριστερό και δεξί-- είναι δυϊκά µεταξύ τους: το ένα προκύπτει από το άλλο ανταλλάζοντας τα ΚΑΙ µε
τα Ή, και τα 1 µε τα 0.

    A·0 = 0        A+1 = 1
    A·1 = A        A+0 = A
    A·A = A        A+A = A
    A·A'= 0        A+A'= 1
    A(A+B) = A     A+AB = A
    A(A'+B)= AB    A+A'B= A+B
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Άσκηση 4.7: Αποδείξεις Θεωρηµάτων

[Προκειµένου να αποφευχθεί ο κίνδυνος υπερφόρτωσής σας µε ασκήσεις αυτή τη βδοµάδα, την άσκηση
αυτή, µαζί µε την επόµενη, θα την παραδώσετε (σε χαρτί) µαζί µε την αναφορά σας του 5ου εργαστηρίου,
την επόµενη βδοµάδα, 27/10 - 1/11/2008. Όµως, κάντε την από τώρα, προκειµένου να µην υπερφορτωθεί
στη συνέχεια η επόµενη βδοµάδα σας...].

(α) Αποδείξτε όλα τα παραπάνω θεωρήµατα µέσω εξαντλητικού ελέγχου της ταυτότητας των δύο µελών
τους σε όλες τις περιπτώσεις συνδυασµού τιµών των µεταβλητών τους. Με άλλα λόγια, φτιάξτε τους
πίνακες αληθείας των δύο µελών κάθε θεωρήµατος, και διαπιστώστε ότι είναι ίδιοι. Γράψτε τον πίνακα
αληθείας της κάθε εµπλεκόµενης συνάρτησης σε µορφή στήλης, κατακόρυφα (όχι χάρτη Karnaugh). 
(α1) Γιά τα θεωρήµατα που εµπλέκουν µία µόνο µεταβλητή, ο πίνακας αληθείας θα έχει 2 γραµµές·
φτιάξτε χωριστές στήλες γιά το A, το A', το (A')', το A·A, A+A, A·A', A+A', A·0, A·1, A+0, και A+1.
∆είξτε µε βέλη ποιές στήλες είναι ίσες µε ποιές, και σε ποιό θεώρηµα αντιστοιχεί κάθε τέτοιο ζευγάρι
ίσων στηλών. 
(α2) Γιά τα θεωρήµατα που εµπλέκουν δύο µεταβλητές, A και B, ο πίνακας αληθείας θα έχει 4 γραµµές·
φτιάξτε χωριστές στήλες γιά τα A', B', A'+B', A'B', AB, (AB)', A+B, (A+B)'. Αν έχετε χρόνο και διάθεση,
φτιάξτε στήλες και γιά τα AB, A+AB, A+B, A(A+B), A', A'B, A+A'B, A'+B, A(A'+B). ∆είξτε πάλι τις
ίσες στήλες και τα θεωρήµατα στα οποία αυτές αντιστοιχούν. 
(α3) Γιά τα θεωρήµατα που εµπλέκουν τρείς µεταβλητές, A, B, και C, ο πίνακας αληθείας θα έχει 8
γραµµές· φτιάξτε χωριστές στήλες γιά τα B+C, A(B+C), AB, AC, AB+AC, BC, A+(BC), A+B, A+C,
(A+B)(A+C). Πάλι, δείξτε τις ίσες στήλες. Αν έχετε χρόνο και διάθεση, φτιάξτε στήλες και γιά τα AB,
(AB)C, BC, A(BC), A+B, (A+B)+C, B+C, A+(B+C).

(β) Αποδείξτε µε διαγράµµατα Venn την επιµεριστική (και την προσεταιριστική;) ιδιότητα, στις δύο
δυϊκές τους µορφές την κάθε µία, καθώς και τα θεωρήµατα A(A+B)=A, A+AB=A, A(A'+B)=AB, και
A+A'B=A+B. Χρησιµοποιήστε 2 ή 3 τεµνόµενες ελλείψεις, που παριστάνουν τα σύνολα A, B, και C.
Σηµειώστε µε κατάλληλο χρώµα ή διαγράµµιση τις περιοχές του επιπέδου που αντιστοιχούν στα B+C,
A(B+C), AB, AC, AB+AC, BC, A+(BC), A+B, A+C, (A+B)(A+C)· ποιές περιοχές είναι ίδιες µε ποιές;
Αν έχετε χρόνο και διάθεση, κάντε το ίδιο γιά τις περιοχές AB, (AB)C, BC, A(BC), A+B, (A+B)+C,
B+C, A+(B+C), και τέλος γιά τις AB, A+AB, A+B, A(A+B), A'B, A+A'B, A'+B, A(A'+B).

Άσκηση 4.8: Αποκλειστικό-Ή και Αποκλειστικό-ΟΥΤΕ (Ισότητα)

[Προκειµένου να αποφευχθεί ο κίνδυνος υπερφόρτωσής σας µε ασκήσεις αυτή τη βδοµάδα, την άσκηση
αυτή, µαζί µε την προηγούµενη, θα την παραδώσετε (σε χαρτί) µαζί µε την αναφορά σας του 5ου
εργαστηρίου, την επόµενη βδοµάδα, 27/10 - 1/11/2008. Όµως, κάντε την από τώρα, προκειµένου να µην
υπερφορτωθεί στη συνέχεια η επόµενη βδοµάδα σας...].

Είδαµε στο πείραµα 1.4 ότι το αποκλειστικό-Ή ("exclusive-OR" ή "XOR") δύο µεταβλητών είναι αληθές
τότε και µόνο τότε όταν µία και µόνο µία από τις δυό τους είναι αληθής. Επίσης, η συνάρτηση ισότητας
είναι αληθής όποτε και οι δύο µεταβλητές έχουν την ίδια τιµή. 
(α) Φτιάξτε τους πίνακες αληθείας των δύο αυτών συναρτήσεων, και αποδείξτε µέσω αυτών ότι η
συνάρτηση ισότητας είναι η άρνηση (το "συµπλήρωµα") της συνάρτησης αποκλειστικού-Ή. Γιά το λόγο
αυτό, η συνάρτηση ισότητας ονοµάζεται και "αποκλειστικό-ΟΥΤΕ" ("exclusive-NOR" ή "XNOR"). 
(β) Από τον χάρτη Karnaugh του αποκλειστικού-Ή έχουµε δεί ότι αυτό είναι: A XOR B = AB'+A'B.
Αποδείξτε µέσω αλγεβρικών µετασχηµατισµών ότι ισχύει επίσης: A XOR B = (A+B)(A'+B'). Ξεκινήστε
από αυτή τη δεύτερη έκφραση, και εφαρµόστε πάνω της δύο φορές την επιµεριστική ιδιότητα του ΚΑΙ
πάνω στο Ή, A(B+C)=AB+AC· στη συνέχεια, απλοποιήστε τους τέσσερεις όρους που προκύπτουν, µέχρι
να φτάσετε στην πρώτη έκφραση. 
(γ) Αφού η συνάρτηση ισότητας είναι η άρνηση του αποκλειστικού-Ή, θα ισχύει: A XNOR B = [A XOR
B]' = [AB'+A'B]' = [(A+B)(A'+B')]'. Απλοποιήστε αυτές τις δύο τελευταίες εκφράσεις, εφαρµόζοντας το
θεώρηµα DeMorgan, µέχρι να φτάσετε να αποδείξετε ότι: A XNOR B = AB+A'B' = (A+B')(A'+B).

4.9   Αποκωδικοποιητής και Πολυπλέκτης µε Πύλες

Γιά τον αποκωδικοποιητή µιλήσαµε ήδη στις παραγράφους 1.6 και 3.9: είναι ένα ψηφιακό κύκλωµα που
έχει µία έξοδο γιά κάθε ένα, χωριστό συνδυασµό τιµών των εισόδων του. Η κάθε έξοδος ανάβει (γίνεται
1) µόνον όταν οι τιµές των εισόδων βρίσκονται στον αντίστοιχο συνδυασµό. Εποµένως, κάθε φορά, µία
και µόνο µία έξοδος είναι αναµένη --αυτή η οποία αντιστοιχεί στον παρόντα συνδυασµό τιµών των
εισόδων. Από τα παραπάνω προκύπτει ότι ο πίνακας αληθείας της κάθε εξόδου, σε µορφή χάρτη
Karnaugh, θα είναι παντού 0 εκτός ενός και µόνου τετραγώνου όπου θα είναι 1. Άρα, η συνάρτηση της
κάθε εξόδου αντιστοιχεί στο λογικό ΚΑΙ όλων των µεταβλητών εισόδου --είτε αυτών καθεαυτών, είτε
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των συµπληρωµάτων τους· κάθε έξοδος θα έχει διαφορετικό συνδυασµό αληθών/συµπληρωµάτων γιά τις
µεταβλητές εισόδου. Έτσι, η υλοποίηση του αποκωδικοποιητή µε
λογικές πύλες είναι αυτή που φαίνεται στο σχήµα --εδώ γιά την
περίπτωση αποκωδικοποιητή 3-σε-8. Πάνω αριστερά στο σχήµα
υπάρχει ένα συνηθισµένο, απλό σύµβολο γιά τον αποκωδικοποιητή· το
σύρµα εισόδου µε την πλάγια γραµµούλα και το "3" σηµαίνει "τρία
(αδελφά) σήµατα (bits)", όπως είχαµε δεί και στην §2.6. Στο κάτω
µέρος του σχήµατος φαίνεται και η παλαιά υλοποίηση του
εργαστηρίου 1, µε διακόπτες. Σε αυτήν βλέπουµε, π.χ., ότι ρεύµα θα
φτάσει στην επάνω έξοδο όταν και µόνον όταν οι διακόπτες A, B, και
C είναι όλοι "όχι πατηµένοι", δηλαδή όταν (A')ΚΑΙ(B')ΚΑΙ(C').
Οµοίως, στην δεύτερη έξοδο θα φτάσει ρεύµα όταν και µόνον όταν A
και B είναι "όχι πατηµένοι" και C είναι πατηµένος, δηλαδή όταν
(A')ΚΑΙ(B')ΚΑΙ(C), κ.ο.κ. Παρατηρούµε ότι οι λογικές αυτές
συναρτήσεις είναι ίδιες µε τις αντίστοιχες του κυκλώµατος µε πύλες.

Γιά πολυπλέκτες µιλήσαµε στην §2.6, και είπαµε ότι έχουν µιάν είσοδο
επιλογής (µε όσα bits χρειάζεται) η οποία µε την τιµή της έπιλέγει µιά
από τις εισόδους δεδοµένων, και στη συνέχεια η τιµή αυτής της
επιλεγµένης εισόδου δεδοµένων οδηγείται και δίδεται στην έξοδο·
αλλάζοντας την τιµή των bits επιλογής αλλάζει και το ποιά είσοδος
δεδοµένων οδηγείται στην έξοδο. Επίσης, στο πείραµα 2.7
παρατηρήσαµε ότι ο πολυπλέκτης έχει µιά συγγένεια µε τον
αποκωδικοποιητή, επειδή τα bits επιλογής πρέπει να αποκωδικοποιηθούν, ούτως ώστε γιά καθε
διαφορετικό συνδυασµό τους να προκληθεί διαφορετική ροή πληροφοριών. Αυτό φαίνεται στο επάνω
µέρος του εποµένου σχήµατος: σε κάθε συνδυασµό τιµών των bits επιλογής, δηλαδή σε κάθε έξοδο του
αποκωδικοποιητή, αντιστοιχεί κι από µία είσοδος δεδοµένων, In00 έως In11, καθώς και από µιά πύλη
ΚΑΙ. Στο παράδειγµα που δείχνει το σχήµα (πολυπλέκτης 4-σε-1), τα (δύο) bits επιλογής έχουν τιµή 01,
και γι' αυτό η δεύτερη έξοδος του αποκωδικοποιητή είναι αναµένη (1), και φυσικά όλες οι άλλες σβηστές
(0). Επειδή A·0 = 0 γιά οιοδήποτε A, όλες οι πύλες ΚΑΙ εκτός από την µία "επιλεγµένη" πύλη δίνουν
έξοδο 0. Επειδή A·1 = A γιά οιοδήποτε A, η επιλεγµένη πύλη δίνει
στην έξοδό της τιµή ίση µε αυτήν της εισόδου δεδοµένων της --δηλαδή
της In01 στο εδώ παράδειγµα µε S=01. Στη συνέχεια, οι έξοδοι όλων
των πυλών ΚΑΙ οδηγούνται στις εισόδους µιάς µεγάλης πύλης Ή.
Επειδή A+0 = A γιά οιοδήποτε A, οι είσοδοι 0 της πύλης Ή --που
αντιστοιχούν σε όλες τις πύλες ΚΑΙ πλην της επιλεγµένης-- δεν
επηρεάζουν την τιµή εξόδου της Ή· έτσι, η τελική αυτή έξοδος παίρνει
την τιµή της µίας εισόδου της πύλης Ή που δεν είναι αναγκαστικά 0,
δηλαδή της εξόδου της επιλεγµένης πύλης ΚΑΙ, η οποία όπως είδαµε
ισούται µε την τιµή της επιλεγµένης εισόδου δεδοµένων (της In01 εδώ,
γιά S=01).

Επειδή ο αποκωδικοποιητής αποτελείται και αυτός από πύλες ΚΑΙ, και
επειδή (AB)C = A(BC) = ABC, οι πύλες ΚΑΙ του αποκωδικοποιητή
µπορούν να συνενωθούν µε τις πύλες ΚΑΙ που αυτές οδηγούν, δίνοντας
το κύκλωµα που φαίνεται στο µέσον του σχήµατος. Στο κάτω µέρος
του σχήµατος υπάρχει το παλαιό κύκλωµα του πολυπλέκτη µε
διακόπτες, από το πείραµα 2.1· παρατηρούµε ότι ουσιαστικά πρόκειται
γιά την ίδια λογική συνάρτηση: ρεύµα µπορεί να περάσει από την
θετική τροφοδοσία προς την έξοδο Out όταν βρεί διέξοδο µέσα από
έναν από τέσσερεις εναλλακτικούς δρόµους (4 παράλληλοι δρόµοι
αντιστοιχούν στο λογικό Ή 4 εισόδων). Ο πρώτος δρόµος άγει όταν
In00 πατηµένος και S0 και S1 όχι πατηµένοι, δηλαδή όταν (In00)(S0')(S1'), που αντιστοιχεί στην πρώτη
πύλη ΚΑΙ του νέου κυκλώµατος, κ.ο.κ. γιά τους άλλους τρείς εναλλακτικούς δρόµους.

Πείραµα 4.10: Πολυπλέκτης 4-σε-1 µε Πύλες

Κατασκευάστε και ελέγξτε έναν πολυπλέκτη 4-σε-1 µε πύλες, όπως το πρώτο κύκλωµα του
προηγουµένου σχήµατος. ∆εν χρησιµοποιούµε τη δεύτερη παραλλαγή του κυκλώµατος επειδή δεν
έχουµε πύλες AND 3 εισόδων· οµοίως, επειδή δεν έχουµε πύλες OR 4 εισόδων, χρησιµοποιούε ένα δέντρο
τέτοιων πυλών των 2 εισόδων. Η πρώτη βαθµίδα του κυκλώµατος είναι ένας αποκωδικοποιητής 2-σε-4
ίδιος µε εκείνον του πειράµατος 3.9· εκµεταλλευόµαστε και πάλι το γεγονός ότι η πλακέτα
εισόδων/εξόδων µας δίνει τόσο τη θετική όσο και την αρνητική πολικότητα των διακοπτών M και N.
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Στο σχήµα που δίδεται
εδώ, οι πύλες είναι
τοποθετηµένες σε σηµεία
που βοηθούν στην
ανθρώπινη κατανόηση της
λειτουργίας του
κυκλώµατος, και όχι στις
θέσεις που αυτές έχουν
µέσα στα chips της
υλοποίησης. Γιά να
µπορούµε όµως να
βρίσκουµε αµέσως σε ποιό
σύρµα του κυκλώµατος
αντιστοιχεί το κάθε σηµείο
του σχήµατος, η κάθε
πύλη έχει το όνοµα του
chip που την υλοποιεί (U1, U2, U3,...), και ο κάθε ακροδέκτης πύλης έχει τον αριθµό του ακροδέκτη του
αντίστοιχου chip όπου αυτός βρίσκεται στο κύκλωµα. Συνδέστε την έξοδο σε µία ενδεικτική λυχνία και
ελέγξτε το κύκλωµά σας: η LED δείχνει πάντα την τιµή της σωστής "επιλεγµένης" εισόδου δεδοµένων A,
B, C, ή D; Όταν τελειώσετε µην χαλάσετε το κύκλωµά σας, διότι θα το χρειαστείτε στο επόµενο πείραµα.

4.11   Μεθοδολογία Αποσφαλµάτωσης (Debugging) Κυκλωµάτων

Καθώς αυξάνει η πολυπλοκότητα των κυκλωµάτων που έχετε να υλοποιήσετε, αυξάνουν και οι κίνδυνοι
σφαλµάτων κατά την κατασκευή που κάνετε στο εργαστήριο. Πρώτο σας µέληµα πρέπει πάντα να είναι
να φτιάχνετε κυκλώµατα σωστά εκ κατασκευής: σ' ένα πολύπλοκο σύστηµα είναι ευκολότερο να
προλάβετε τα λάθη από το να προσπαθείτε εκ των υστέρων να βρείτε σε τι οφείλονται λανθασµένες
συµπεριφορές του συστήµατος σε σπάνιες και παράξενες περιπτώσεις εισόδων του (και το ίδιο ισχύει και
γιά τα προγράµµατα που γράφετε σε άλλα µαθήµατα και κυρίως στην επαγγελµατική σας σταδιοδροµία).
Επειδή όµως τα λάθη είναι ανθρώπινα, µερικές φορές θα σας τύχει να κάνετε µερικά, οπότε πρέπει να
έχετε µια µεθοδολογία ελέγχου (test) του αποτελέσµατος (είναι το κύκλωµα σωστό;), και αν ο έλεγχος
αυτός διαπιστώσει λάθη χρειάζεστε µιά µεθοδολογία εύρεσής τους (αποσφαλµάτωση - debugging).
Επιπλέον, υπάρχουν και άλλοι αστάθµητοι παράγοντες, όπως π.χ. ότι ενδέχεται µερικά chips ή µερικοί
ακροδέκτες από chips να είναι καµένα/καµένοι, ή µερικοί ακροδέκτες ή σύρµατα να µην κάνουν καλή
επαφή στην πλακέτα. Τις δυσκολίες αυτές δεν έχετε να τις αντιµετωπίσετε µόνο στο εργαστηριο του
µαθήµατός µας, αλλά και µε τα πραγµατικά κυκλώµατα, µελλοντικά στην επαγγελµατική σας
σταδιοδροµία· οπλιστείτε λοιπόν µε υποµονή και µέθοδο, και µάθετε από τώρα να τις αντιµετωπίζετε.

Ξεκινάτε πάντα την κατασκευή σας µε ένα καθαρό, κατανοητό σχεδιάγραµµα του κυκλώµατός σας όπως
το σχήµα του παραπάνω πειράµατος 4.10. Κάνετε τις συνδέσεις σας µε την τροφοδοσία κλειστή. Μόλις
ανάψετε την τροφοδοσία, ακουµπήστε κάθε chip µε το δάκτυλο σας να δείτε αν ζεσταίνεται υπερβολικά.
Αν υποπτευθείτε ότι κάποιο chip ζεσταίνεται απότοµα, σβήστε αµέσως την τροφοδοσία: ίσως και να το
προλάβετε πρίν καεί! Ελέγξτε αν οι τάσεις τροφοδοσίας είναι συνδεδεµένες στους σωστούς ακροδέκτες.
Γιά το ύποπτο chip, ελέγξτε τις εξόδους του: ίσως κάποια από αυτές είναι βραχυκυκλωµένη µε τάση
τροφοδοσίας ή µε άλλη έξοδο του ίδιου ή άλλου chip.

Όταν ελέγχετε την τιµή (0 ή 1) ενός ακροδέκτη, προτιµάτε να την ελέγχετε πάνω στον ίδιο τον
ακροδέκτη του chip, ει δυνατόν, αντί πάνω σε κάποιο σύρµα που (υποτίθεται ότι) είναι συνδεδεµένο στον
ακροδέκτη: εάν η σύνδεση είναι κακή, ο ακροδέκτης θα σας δείξει τι βλέπει ή τι βγάζει το ίδιο το chip,
ενώ το σύρµα µπορεί και να µην κάνει καλή επαφή. Όταν έχετε συνδέσει, στο κύκλωµά σας, τους
ακροδέκτες δύο chips µεταξύ τους, ελέγξτε πρώτα την τιµή πάνω στον έναν ακροδέκτη, και στη συνέχει
πάνω στον άλλον ακροδέκτη· αν τις βρείτε διαφορετικές, σηµαίνει ότι η σύνδεση δεν είναι καλή. Γιά να
ελέγξτε την τιµή (τάση) ενός ακροδέκτη, χρησιµοποιήστε ένα σύρµα συνδεδεµένο σε µιά ενδεικτική
λυχνία (LED).

Εάν το κύκλωµά σας δεν συµπεριφέρεται όπως πρέπει, ιχνηλατήστε (trace) το σφάλµα κινούµενοι είτε
προς τα πίσω, από τη λανθασµένη έξοδο προς τις εισόδους που την επηρρεάζουν, είτε προς τα εµπρός,
από τις εισόδους προς τις εξόδους των πυλών. Ας πούµε ότι προχωρούµε από τις εισόδους προς τις
εξόδους. Οι είσοδοι που εσείς δίνετε από τους διακόπτες, φτάνουν σωστές στα ποδαράκια του chip όπου
φτάνουν; Αν όχι, φταίει κάποιο σύρµα ή σύνδεση. Αν όλες οι είσοδοι µιάς πύλης ενός chip έχουν τις
σωστές τιµές (πάνω στα ποδαράκια του chip), η έξοδος αυτής της πύλης (πάνω στα ποδαράκια του chip)
έχει τη σωστή τιµή; Αν όχι (και οι τροφοδοσίες είναι σωστές), υποπτευόµαστε είτε ότι η έξοδος είναι
βραχυκυκλωµένη µε τάση τροφοδοσίας ή µε άλλη έξοδο του ίδιου ή άλλου chip, είτε ότι το chip µπορεί
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να είναι καµένο. Μετά τον έλεγχο των πρώτων πυλών που τροφοδοτούνται από τις εξωτερικές εισόδους,
προχωρούµε στον έλεγχο των εποµένων πυλών, που τροφοδοτούνται από τις εξόδους των πρώτων, κ.ο.κ.

Με ανάλογη µεθοδολογία προχωρούµε και από τις εξόδους πίσω προς τις εισόδους. Ποιά έξοδος δεν έχει
τη σωστή τιµή; Ποιά πύλη τροφοδοτεί αυτή την έξοδο; Η πύλη αυτή, πάνω στα ποδαράκια του chip, έχει
τη σωστή ή λάθος τιµή; Αν η έξοδος της πύλης (πάνω στα ποδαράκια του chip) είναι λάθος, τότε οι
είσοδοί της (πάνω στα ποδαράκια του chip) τι τιµή έχουν; Η τιµή των εισόδων δικαιολογεί την τιµή της
εξόδου; Αν το λάθος της εξόδου δεν δικαιολογείται από τις τιµές των εισόδων, µήπως η έξοδος είναι
βραχυκυκλωµένη µε τάση τροφοδοσίας ή µε άλλη έξοδο του ίδιου ή άλλου chip; Αν το λάθος της εξόδου
οφείλεται σε λανθασµένες τιµές των εισόδων, ποιός φταίει γι' αυτές; Έτσι προχωρούµε προς τα πίσω στο
κύκλωµα, µέχρι να φρούµε τον αρχικό φταίχτη....

4.12   Μνήµη Τυχαίας Προσπέλασης (RAM)

Η Μνήµη Τυχαίας Προσπέλασης (Random Access Memory -
RAM) αποτελεί τη µιά από τις τρείς βασικές συνιστώσες των
ψηφιακών συστηµάτων --αν θεωρήσουµε ότι οι επεξεργαστές και
τα δίκτυα επικοινωνίας είναι οι άλλες δύο. Ρόλος της µνήµης
είναι να κρατάει πληροφορίες που είχαν γραφτεί εκεί στο
παρελθόν, µέχρις ότου δεν τις χρειαζόµαστε άλλο πιά. Στο
πείραµα 2.10 είχαµε δεί τη βασική ιδέα γιά την κατασκευή ενός
στοιχείου µνήµης που µπορεί να "θυµάται" 1 bit πληροφορίας. Οι
σύγχρονες µνήµες RAM ηµιαγωγών (ιδιαίτερα οι "στατικές" RAM - SRAM) χρησιµοποιούν ένα
κύκλωµα CMOS βασισµένο στην ίδια ιδέα της θετικής ανάδρασης γιά να αποθηκεύουν το κάθε ένα bit
πληροφορίας, και ως γνωστόν περιλαµβάνουν χιλιάδες ή (συνήθως) εκατοµµύρια τέτοια κυκλώµατα
µέσα σε κάθε ένα chip, προκειµένου να χωρούν χιλιάδες ή εκατοµµύρια bits πληροφορίας. Προφανώς
όµως, τα chips αυτά δεν µπορούν να έχουν χιλιάδες ή εκατοµµύρια σύρµατα προκειµένου εµείς απ' έξω
να διαβάζουµε ή να γράφουµε όλα αυτά τα bits. Η "προσπέλαση" της µνήµης, λοιπόν, γίνεται επιλεκτικά
κάθε φορά, γιά τηνανάγνωση από ή την εγγραφή σε ένα υποσύνολο µόνο των στοιχείων µνήµης. Το
κύκλωµα έχει τη δυνατότητα να επιλέγει αυθαίρετα --"τυχαία"-- κάθε φορά το οιοδήποτε στοιχείο
µνήµης επιθυµεί να προσπελάσει ο χρήστης, δίνοντας έτσι το όνοµα σε αυτόν τον τύπο µνήµης. Το όνοµα
"τυχαίας προσπέλασης" αντιδιαστέλει αυτή τη µνήµη από άλλες µνήµες, π.χ. σειριακής προσπέλασης,
όπως είναι π.χ. οι µαγνητικές ταινίες, ή --εν µέρει-- οι µαγνητικοί δίσκοι.

Γιά να επιτευχθεί η τυχαία προσπέλαση, η RAM χρησιµοποιεί έναν αποκωδικοποιητή γιά να επιλέξει το
επιθυµητό υποσύνολο των στοιχείων µνήµης που ο χρήστης θέλει να προσπελάσει. Μπορούµε να
φανταστούµε ότι ο αποκωδικοποιητής χρησιµοποιείται γιά τις εγγραφές (write) στη µνήµη, όπως δείχνει
το σχήµα, αν και στην πραγµατικότητα, γιά λόγους οικονοµίας, χρησιµοποιείται και γιά τις αναγνώσεις.
Η βασική είσοδος του αποκωδικοποιητή είναι η διεύθυνση (address), δηλαδή µιά ψηφιακή πληροφορία
µε τόσα bits όσα χρειάζονται γιά να επιλεγεί µονοσήµαντα το ένα από τα υποσύνολα στοιχείων µνήµης
στο οποίο θα γίνει η προσπέλαση. Οι άλλες είσοδοι που χρειάζονται γιά την εγραφή είναι µιά είσοδος
ελέγχου (write enable), που να λέει πότε θέλουµε να γράψουµε και πότε όχι, και η είσοδος δεδοµένων
(write data), που να λέει τι θέλουµε να γράψουµε στο µέρος που έχει επιλέξει η είσοδος διεύθυνσης. Γιά
την τυχαία προσπέλαση κατά την ανάγνωση, η RAM χρησιµοποιεί έναν πολυπλέκτη γιά να οδηγήσει
στην έξοδο το περιεχόµενο που είναι αποθηκευµένο στο επιθυµητό υποσύνολο των στοιχείων µνήµης.
Φυσικά, ο πολυπλέκτης εµπεριέχει κι έναν αποκωδικοποιητή, και γιά να λειτουργήσει χρειάζεται κι αυτός
τη διεύθυνση του επιθυµητού υποσύνολου στοιχείων µνήµης. Έτσι, γιά καθε δοσµένη διεύθυνση
ανάγνωσης (read address) θα εµφανίζονται στην έξοδο δεδοµένων ανάγνωσης (read data) εκείνες οι
πληροφορίες που είχαν γραφτεί την τελευταία φορά στην ίδια διεύθυνση εγγραφής, ενώ τα περιεχόµενα
(πληροφορίες) των υπολοίπων θέσεων (διευθύνσεων) της µνήµης
είναι αυθαίρετα, και δεν αλληλεπιδρούν µε τα περιεχόµενα της θέσης
που εµείς κοιτάµε αυτή τη στιγµή.

Γιά να συγκεκριµενοποιήσουµε την παραπάνω γενική εικόνα, ας
υποθέσουµε ότι κάθε προσπέλαση στη µνήµη γράφει ή διαβάζει 1
bit, γιά απλότητα (στις συνηθισµένες µνήµες κάθε προσπέλαση
αφορά π.χ. 8 ή 16 ή 32 ή 64 bits). Επίσης, γιά να µας χωράει το
σχήµα, ας υποθέσουµε ότι η µνήµη µας χωράει µόνο 4 bits, συνολικά
(αντί των χιλιάδων ή εκατοµµυρίων bits των πραγµατικών µνηµών).
Επίσης, κατ' αναλογία προς τις εισόδους Reset και Set του
πειράµατος 2.10, ας υποθέσουµε ότι κάθε στοιχείο µνήµης έχει δύο
εισόδους, R και S, γιά τον έλεγχο εγγραφής: όταν R=S=0 δεν γίνεται
καµία εγγραφή, και το στοιχείο διατηρεί (θυµάται) την
προϋπάρχουσα κατάστασή του· όταν R=1 (καθώς S=0), το στοιχείο
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µηδενίζεται (εγγραφή πληροφορίας 0)· όταν S=1 (καθώς R=0), στο στοιχείο εγγράφεται η πληροφορία 1·
και τέλος, θέλουµε ποτέ να µην είναι ταυτόχρονα αναµένο και το R και το S. Q είναι η έξοδος του
στοιχείου µνήµης, δηλαδή το σύρµα που έχει πάντα πάνω του την τιµή του αποθηκευµένου bit. Τότε, η
µνήµη αυτή, µεγέθους "4x1" (4 "λέξεις", µεγέθους 1 bit καθεµία), θα είναι όπως φαίνεται στο σχήµα. Η
ανάγνωση γίνεται µε τον πολυπλέκτη 4-σε-1, δηλ. το κύκλωµα της §4.9.

Η εγγραφή χρησιµοποιεί τον αποκωδικοποιητή διευθύνσεων, που είναι παρόµοιος µε το κύκλωµα της
§4.9, παραπάνω. Οι πύλες ΚΑΙ που ακολουθούν τον αποκωδικοποιητή εξασφαλίζουν τα εξής. Γιά όλα τα
στοιχεία µνήµης εκτός του "επιλεγµένου" από τη διεύθυνση εγγραφής (εδώ, το δεύτερο στοιχείο, επειδή
A=01), R=S=0 επειδή η αντίστοιχη έξοδος του αποκωδικοποιητή είναι 0, άρα δεν γίνεται καµία εγγραφή
εκεί. Γιά το επιλεγµένο στοιχείο µνήµης, όταν Write=0, δηλαδή όταν δεν θέλουµε να κάνουµε καµία
εγγραφή, τότε πάλι R=S=0, εποµένως ούτε εκεί γίνεται εγγραφή. Εάν τώρα θέλουµε να γίνει εγγραφή,
δηλαδή εάν Write=1 όπως στο σχήµα, τότε το επιλεγµένο στοιχείο µνήµης βλέπει R=DataIn' και
S=DataIn (επειδή οι άλλες δύο είσοδοι των πυλών ΚΑΙ είναι 1). Αυτό σηµαίνει ότι εάν DataIn=0 τότε
R=1 και S=0, άρα το στοιχείο µνήµης µηδενίζεται (δηλ. εγγράφεται 0=DataIn), ενώ εάν DataIn=1 τότε
R=0 και S=1, άρα στο στοιχείο µνήµης εγγράφεται 1 (=DataIn). Η περίπτωση R=S=1 αποκλείεται, διότι
τα DataIn' και DataIn (το ένα συµπλήρωµα του άλλου) δεν είναι ποτέ 1 και τα δύο ταυτοχρόνως.

Πείραµα 4.13:   Μνήµη Ηλεκτρονόµων

Κατασκευάστε και ελέγξτε την απλοϊκή µνήµη τυχαίας προσπέλασης
(RAM) µεγέθους 4x1 µε ηλεκτρονόµους που φαίνεται στο σχήµα, κατ'
αναλογία της µνήµης που είδαµε στην προηγουµένη παράγραφο. Γιά
λόγους απλοποίησης, παραλείπουµε εντελώς το κύκλωµα εγγραφών, και
το αντικαθιστούµε µε τις πρόχειρες συνδέσεις που φαίνονται στο σχήµα
(κατά συνέπεια, η µνήµη αυτή είναι RAM µόνον όσον αφορά τις
αναγνώσεις, και όχι όσον αφορά τις εγγραφές). Τα 4 στοιχεία µνήµης είναι
κατασκευασµένα µε 4 ηλεκτρονόµους, κατ' αναλογία του πειράµατος 2.10.
Οι αναγνώσεις γίνονται µέσω του πολυπλέκτη 4-σε-1 µε πύλες που έχετε
έτοιµο από το προηγούµενο πείραµα 4.10. Η σύνδεση ηλεκτρονόµων και
πυλών ηµιαγωγών, εδώ, επιτρέπεται, διότι τα σηµεία που τροφοδοτούν τις
πύλες δεν είναι ποτέ ανοικτοκυκλωµένα, και η τάση τους είναι πάντα
µεταξύ 0 και 5 Volt: όταν ο ηλεκτρονόµος είναι σβηστός, το σηµείο που
τροφοδοτεί την πύλη ΚΑΙ έχει 0 Volt, δεδοµένου ότι η πεπερασµένη
αντίσταση του πηνίου το συνδέει µε τη γή, ενώ όταν ο ηλεκτρονόµος είναι
αναµένος, το σηµείο εκείνο συνδέεται µε την θετική τροφοδοσία, άρα έχει
5 Volt.

Οι εγγραφές στη µνήµη µας γίνονται µε ένα τρόπο διόλου βολικό, λόγω των απλοποιήσεων του
κυκλώµατος που αναγκαστήκαµε να κάνουµε. Στην αρχή, µηδενίζουµε τα περιεχόµενα ολόκληρης της
µνήµης, φέρνοντας τον πάνω αριστερά διακόπτη στη θέση "reset memory", δηλαδή διακόπτοντας την
τροφοδοσία σε όλα τα στοιχεία µνήµης. Εν συνεχεία, επαναφέρουµε την τροφοδοσία (διακόπτης σε θέση
ηρεµίας), και γράφουµε άσσους (1) επιλεκτικά, σε όποια στοιχεία µνήµης θέλουµε, ακουµπώντας ένα
σύρµα του οποίου η µιά του άκρη είναι στη θετική τροφοδοσία στον ακροδέκτη ενεργοποίησης του
πηνίου που θέλουµε να ανάψει· µόλις το πηνίο ανάψει µπορούµε να αποµακρύνουµε το σύρµα, αφού το
στοιχείο µνήµης "θυµάται" µόνο του ότι το ανάψαµε. Γιά να αλλάξουµε µερικούς ή όλους τους άσσους
σε µηδενικά, ο µόνος τρόπος είναι να ξαναµηδενίσουµε όλη τη µνήµη µέσω του διακόπτη "reset
memory" και να γράψουµε άσσους από την αρχή σε όλα τα µέρη όπου τους θέλουµε.

Ελέγξτε τη σωστή λειτουργία της µνήµης ως εξής. Γράψτε σ' ένα χαρτί 4 bits (π.χ. 1, 0, 0, 1) που θέλετε
να αποθηκεύσετε στη µνήµη, µε τη σειρά που θέλετε να τα αποθηκεύσετε. Μετά, γράψτε αυτά τα bits στη
µνήµη, µε τον χειροκίνητο τρόπο που είπαµε παραπάνω. Στη συνέχεια, δώστε διάφορες διευθύνσεις M
και N (00, 01, 10, 11), εναλλάξ, επανειληµµένα, και ανακατωµένα. Γιά κάθε διεύθυνση, η ενδεικτική
λυχνία στην έξοδο της µνήµης (του πολυπλέκτη) δίνει το σωστό περιεχόµενο σύµφωνα µε το τι είχατε
γράψει εκεί; Επαναλάβετε από την αρχή, µε διαφορετικές πληροφορίες εγγραφής στη µνήµη (π.χ. 0, 1, 1,
1). Υπάρχουν 16 διαφορετικά σύνολα πληροφοριών που µπορείτε να αποθηκεύσετε σε αυτή τη µνήµη
--αν έχετε χρόνο, ελέγξτε τη σωστή λειτουργία της µνήµης µε όσα περισσότερα από αυτά γίνεται
(φυσικά, δεν θα ελέγχατε µε τέτοιον εξαντλητικό τρόπο µιά µνήµη π.χ. του 1 Mbit, διότι δεν θα
τελειώνατε ποτέ (2 εις την ένα εκατοµµύριο συνδυασµοί...) --πρέπει όµως να ελέγξτε ότι δεν είναι καµένο
κανένα από τα στοιχεία µνήµης και καµία από τις πύλες του πολυπλέκτη). 
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