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[Βιβλίο (Wakerly): προαιρετικά µπορείτε να διαβάσετε τις παραγράφους 2.5 - 2.6 (σελίδες 41-52)].

6.1   Πολλαπλασιασµός, ∆ιαίρεση, και Υπόλοιπο µε δυνάµεις του 2

Όπως στο δεκαδικό σύστηµα ο πολλαπλασιασµός επί 10, 100, κλπ. είναι πολύ απλός, έτσι και στο
δυαδικό ο πολλαπλασιασµός επί δύναµη του 2 αντιστοιχεί σε απλή αριστερή ολίσθηση µε γέµισµα
µηδενικών από δεξιά. Όντως, αν B είναι ο δυαδικός αριθµός bn-1bn-2...b2b1b0 µε n bits (§5.1), τότε το
γινόµενό του επί 2k είναι:

B·2k = bn-1·2(n-1)+k + bn-2·2(n-2)+k + ... + b2·22+k + b1·21+k + b0·20+k = 
= bn-1·2n+k-1 + bn-2·2n+k-2 + ... + b1·2k+1 + b0·2k + 0·2k-1 + 0·2k-2 + ...+ 0·21 + 0·20

Βάσει της τελευταίας αυτής ισότητας, ο αριθµός B·2k άναπαρίσταται στο δυαδικό µε n+k bits τα οποία
είναι: τα n bits του αριθµού B "ολισθηµένα" αριστερά κατά k θέσεις (δηλαδή µε τη σηµαντικότητα
καθενός αυξηµένη κατά k θέσεις), ακολουθούµενα από k µηδενικά. Γιά παράδειγµα, ο αριθµός 45
(δεκαδικό) = 101101 (δυαδικό), πολλαπλασιαζόµενος επί 16 = 24 δίνει 45x16 = 720 (δεκαδικό), που στο
δυαδικό είναι: 1011010000. Στο δεκαεξαδικό, ο πρώτος αριθµός (45) είναι ο 2D, και το γινόµενό του επί
16 (επί "10" στο δεκαεξαδικό) είναι: 2D0.

Κατ' αντίστοιχο τρόπο, η διαίρεση διά δύναµη του 2 αντιστοιχεί σε δεξιά ολίσθηση· τα λιγότερο
σηµαντικά bits του αριθµού, που "εκδιώκονται" από τη δεξιά άκρη του, αποτελούν το υπόλοιπο της
διαίρεσης. Γιά τον παραπάνω αριθµό B, η διαίρεσή του διά 2k δίνει:

B / 2k = (bn-1·2(n-1)-k + bn-2·2(n-2)-k + ... + bk+1·21 + bk·20) + (bk-1·2k-1 + ... + b1·21 + b0·20) / 2k

Ο πρώτος όρος του παραπάνω αθροίσµατος είναι ακέραιος αριθµός, ενώ ο δεύτερος είναι κλασµατικός,
µικρότερος της µονάδας ή µηδεν, δεδοµένου ότι ο αριθµητής (bk-1·2k-1 + ... + b1·21 + b0·20) είναι ένας
δυαδικός αριθµός µε k bits, άρα πάντα µικρότερος του 2k. Κατά συνέπεια, ο πρώτος όρος (τα αριστερά
n-k bits του αρχικού αριθµού) είναι το ακέραιο πηλίκο της διαίρεσης, ενώ ο αριθµητής του δευτέρου
όρου (τα δεξιά k bits του αρχικού αριθµού) είναι το υπόλοιπο της (ακέραιας) διαίρεσης. Γιά παράδειγµα,
ο αριθµός 205 (δεκαδικό) = 11001101 (δυαδικό), διαρούµενος διά 8 = 23 δίνει πηλίκο 25 (δεκαδικό) =
11001 (δυαδικό), και υπόλοιπο 5 (δεκαδικό) = 101 (δυαδικό). Στο οκταδικό, ο διαιρετέος είναι 315, ο
διαιρέτης είναι 10, το πηλίκο είναι 31 (=3x8+1=25 στο δεκαδικό), και το υπόλοιπο είναι 5.

Μιά συνηθισµένη εφαρµογή στους υπολογιστές είναι όταν µιά µεγάλη µνήµη, π.χ. 256 Mbytes,
κατασκευάζεται από κάµποσες --π.χ. δεκαέξι (16)-- µικρότερες, µεγέθους δύναµης του 2 η καθεµία --εδώ
µεγέθους 16 MBytes = 16,777,216 Bytes καθεµία. Εάν µας ζητηθεί να προσπελάσουµε το Byte µε
διεύθυνση 167,772,560, σε ποιάν από τις 16 µικρότερες µνήµες βρίσκεται αυτό και τι διεύθυνση µέσα σε
αυτήν έχει; Γιά να βρούµε σε ποιά µνήµη θα το αναζητήσουµε, πρέπει να διαιρέσουµε τη διεύθυνση
167,772,560 διά το µέγεθος 16,777,216 των επιµέρους µνηµών, που σ' αυτήν την περίπτωση µας δίνει 10
(δεκαδικό) (πρόκειται γιά την 11η µνήµη, αφού οι επιµέρους µνήµες αριθµούνται 0, 1, 2, ..., 15)· το
υπόλοιπο της διαίρεσης, 400 (δεκαδικό), µας δίνει την επιθυµητή διεύθυνση µέσα στην επιµέρους µνήµη.
Η διεύθυνση του επιθυµητού Byte είναι 167,772,560 (δεκαδικό) = A,00,01,90 (δεκαεξαδικό) =
1010,00000000,00000001,10010000 (δυαδικό - 28 bits). Το µέγεθος της κάθε επιµέρους µνήµης
(διαιρέτης) είναι 16 M = 224, άρα το ζητούµενο Byte βρίσκεται στη θέση 00...0110010000 (υπόλοιπο
διαίρεσης, δηλαδή δεξιά 24 bits της διεύθυνσης) της µνήµης υπ' αριθµόν 1010 (πηλίκο διαίρεσης, δηλαδή
αριστερά 28-24 = 4 bits της διεύθυνσης)· µετατρέποντας στο δεκαδικό, βλέπουµε ότι όντως πρόκειται γιά
τη θέση 256+128+16 = 400 της µνήµης υπ' αριθµόν 8+2 = 10.
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6.2   Συστροφή (wrap-around) Αναπαράστασης Αριθµών µε n bits

Μία άλλη εφαρµογή της παραπάνω παρατήρησης σχετικά µε το υπόλοιπο της διαίρεσης διά δύναµη του 2
είναι η ερµηνεία των αριθµητικών πράξεων µε πεπερασµένο πλήθος bits. Ας φανταστούµε ότι οι ακέραιοι
αριθµοί των µαθηµατικών έχουν πάρα πολλά bits --όσα χρειάζονται γιά το µέγεθός τους-- αλλά εµείς
κάνουµε πράξεις µ' έναν υπολογιστή που έχει πεπερασµένο πλήθος bits, έστω n bits, και γι' αυτό κρατάµε
µόνο τα n λιγότερο σηµαντικά (δεξιά) bits του "µαθηµατικού" αριθµού. Έτσι, όταν προσθέτουµε
αριθµούς (§5.4) µ' έναν αθροιστή µεγέθους n bits, αγνοούµε (πετάµε) το κρατούµενο που βγαίνει από την
αριστερή άκρη (MSB), διότι δεν έχουµε πού να το αποθηκεύσουµε. Εποµένως, αν A είναι το πραγµατικό
(µαθηµατικό) αποτέλεσµα της πράξης µας, ο υπολογιστής µας τελικά θα κρατήσει µόνο το υπόλοιπο της
διαίρεσης του A διά 2n (που συνήθως συµβολίζεται: A mod 2n). 

Εάν σε αυτό τον υπολογιστή, µε το πεπερασµένο πλήθος των
n bits, αρχίσω να µετρώ από το 0 προς τα πάνω, όταν φτάσω
στον αριθµό 2n-1, ο επόµενος αριθµός θα φανεί σαν να είναι
πάλι ο 0, και µετά θα συνεχίσω να µετράω πάλι από την
αρχή, 1, 10, 11, 100, κλπ. Το φαινόµενο αυτό είναι σαν να
έχω ένα τροχό µε περίµετρο 2n και µε χαραγµένους επάνω
του τους 2n υπάρχοντες συνδυασµούς των n bits,
δεξιόστροφα από το 00...000 µέχρι το 11...111, και να
τυλίγω επάνω σε αυτόν τον τροχό τον άξονα των αριθµών,
όπως φαίνεται στο σχήµα δίπλα γιά n=4 bits. Έστω ότι
ξεκινάµε το τύλιγµα έτσι ώστε ο ακέραιος αριθµός 0 να
συµπέσει µε τον δυαδικό κώδικα 00...000. Τότε, οι 2n

κώδικες του τροχού θα συµπέσουν µε τους ακεραίους
αριθµούς από 0 έως 2n-1, όπως ακριβώς καθορίζει ο γνωστός
µας από την §5.1 κώδικας δυαδικής αναπαράστασης των µη προσηµασµένων ακεραίων. Όταν όµως
εξαντλούνται οι υπάρχοντες συνδυασµοί των n bits, οι περαιτέρω αριθµοί (π.χ. 16, 17,... στο σχήµα)
έχουν "τυλιχτεί" πάνω στους ίδιους κώδικες, 000, 001, κλπ, ξανά από την αρχή. Αν λοιπόν µιά πρόσθεση
δώσει αποτέλεσµα από 2n και πάνω, το αποτέλεσµα αυτό, στον υπολογιστή µε τα n bits, θα µοιάζει σαν
ένας µικρότερος αριθµός --αυτός που προκύπτει από το "τύλιγµα". Το φαινόµενο αυτό ονοµάζεται "wrap
around" --περιτύλιγµα, περιέλιξη, ή συστροφή-- των ακεραίων αριθµών γύρω από τον "τροχό" των
πεπερασµένων συνδυασµών που έχει τη δυνατότητα να παραστήσει ο υπολογιστής.

Εάν τώρα θεωρήσουµε και τους αρνητικούς αριθµούς, στον ίδιο άξονα των αριθµών τον συνεστραµµένο
γύρω από τον τροχό, όπως φαίνεται στο σχήµα, τότε αποκτάµε µιά µέθοδο --έναν κώδικα--
αναπαράστασης και αρνητικών αριθµών. Ο κώδικας αυτός, που ονοµάζεται "συµπλήρωµα ως προς 2",
χρησιµοποιείται σήµερα σε όλους τους υπολογιστές γιά την αναπαράσταση "προσηµασµένων ακεραίων"
(signed integers), και έχει πολύ σηµαντικά πλεονεκτήµατα απλότητας έναντι άλλων, εναλλακτικών
κωδίκων. Στην καθηµερινή µας ζωή παριστάνουµε τους προσηµασµένους ακεραίους χρησιµοποιόντας
έναν διαφορετικό κώδικα, τον κώδικα προσήµου - απόλυτης τιµής (sign-magnitude representation). Η
κατεύθυνση αύξησης της απόλυτης τιµής, όµως, είναι άλλοτε δεξιόστροφα (θετικοί αριθµοί) και άλλοτε
αριστερόστροφα (αρνητικοί αριθµοί), πάνω στον συνεστραµµένο άξονα των αριθµών. Αυτή η αλλαγή
φοράς αύξησης έχει σαν συνέπεια, όταν προσθέτουµε προσηµασµένους ακεραίους στην καθηµερινή µας
ζωή, άλλοτε να πρέπει να κάνουµε πρόσθεση κι άλλοτε αφαίρεση των απολύτων τιµών τους, και µάλιστα
πριν από την αφαίρεση να πρέπει να συγκρίνουµε τις δύο απόλυτες τιµές γιά να βρούµε ποιά είναι η
µικρότερη και να αφαιρέσουµε αυτήν από την άλλη.

Αντ' αυτού, οι υπολογιστές ακολουθούν τον πολύ απλούστερο τρόπο που πηγάζει από την παραπάνω
µέθοδο της "συστροφής": επειδή η (αλγεβρική) αύξηση µιάς τιµής --είτε θετικής είτε αρνητικής--
αντιστοιχεί πάντα σε δεξιόστροφη κίνηση πάνω στον τροχό, προκύπτει ότι αρκεί πάντα να κάνουµε
πρόσθεση και µόνο, ανεξαρτήτως του αν προσθέτουµε θετικούς ή αρνητικούς αριθµούς! Η άλλη βασική
παρατήρηση είναι ότι η (αλγεβρική) ελάττωση µιάς τιµής, δηλαδή η πρόσθεση ενός αρνητικού αριθµού
--π.χ. του (-1)-- που αντιστοιχεί σε αριστερόστροφη κίνηση πάνω στον τροχό --π.χ. κατά 22.5 µοίρες
εδώ-- µπορεί να προκύψει ισοδύναµα και σαν πρόσθεση ενός "µεγάλου" θετικού αριθµού --του 15 στο
εδώ παράδειγµα, που αντιστοιχεί σε δεξιόστροφη κίνηση κατά 360-22.5 = 337.5 µοίρες. Αν λοιπόν
κωδικοποιήσουµε το -1 µε τον ίδιο κώδικα όπως και το 15, τότε η πρόσθεση αυτού του κώδικα µε έναν
τετράµπιτο αθροιστή θα φέρνει το ίδιο αποτέλεσµα όπως η πρόσθεση του -1. 
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6.3   Κώδικας Συµπληρώµατος-2 
        Προσηµασµένων Ακεραίων

Σ' έναν υπολογιστή που λειτουργεί µε λέξεις των n bits καθεµία, η
συστροφή των ακεραίων αριθµών προκαλεί την επανεµφάνιση της
ίδιας αναπαράστασης κάθε φορά που προχωρούµε κατά 2n προς τα
πάνω ή προς τα κάτω. Στο σχήµα δεξιά φαίνεται ένα παράδειγµα γιά
έναν οκτάµπιτο υπολογιστή. Ο κώδικας 11111111, ερµηνευόµενος
σαν µη προσηµασµένος ακέραιος (unsigned integer), παριστά τον
αριθµό 255 (δεκαδικό)· όµως, ο ίδιος κώδικας επανεµφανίζεται 256
θέσεις πιό πάνω, στο 255+256 = 511, όπως και 256 θέσεις πιό κάτω,
στο 255-256 = -1. Η παρατήρηση αυτή είναι η βάση της δηµιουργίας
του κώδικα αναπαράστασης των προσηµασµένων ακεραίων.

Ο κώδικας "συµπληρώµατος ως προς 2" (2's Complement) που
χρησιµοποιείται σήµερα στους υπολογιστές γιά την αναπαράσταση
προσηµασµένων ακεραίων (signed integers), κωδικοποιεί τον
αρνητικό αριθµό (-A), όπου A µεταξύ 1 και 2n-1, µε τον κώδικα µη
προσηµασµένου του ακεραίου (-A)+2n = 2n-A. Έτσι, στο σχήµα
δεξιά, ο αριθµός -2 κωδικοποιείται όπως ο 2n - 2 = 256 - 2 = 254,
δηλαδή 11111110. Οµοίως, ο -3 κωδικοποιείται όπως ο 253, ο -4 όπως ο 252, ο -5 κωδικοποιείται
11111011, σαν τον 251, κ.ο.κ. Βλέπουµε ότι οι κώδικες των αρνητικών αριθµών αυξάνουν προς την ίδια
κατεύθυνση προς την οποία αυξάνουν και οι κώδικες των θετικών αριθµών. Τους θετικούς αριθµούς από
0 έως 2n-1-1, ο κώδικας συµπληρώµατος ως προς 2 τους παριστά πανοποιότυπα όπως και ο κώδικας των
µη προσηµασµένων ακεραίων.

Σ' έναν οκτάµπιτο υπολογιστή όπως του παραπάνω παραδείγµατος, έχουµε τη δυνατότητα να
κωδικοποιήσουµε µονοσήµαντα µέχρι 256 διαφορετικούς ακεραίους αριθµούς· οι υπόλοιποι αριθµοί, που
"δεν χωράνε" σε 8 bits, θα απεικονίζονται µέσω συστροφής σε κάποιον από τους "βασικούς" αριθµούς.
Από τους άπειρους ακεραίους που υπάρχουν, ποιούς 256 θα διαλέξουµε σαν τους "βασικούς" ακεραίους,
που θα χρησιµοποιούµε και θα κωδικοποιούµε µονοσήµαντα; Η απάντηση εξαρτάται από τον κώδικα
που επιλέγουµε. Είδαµε στην §5.1 ότι ο οκτάµπιτος κώδικας µη προσηµασµένων ακεραίων παριστάνει
τους αριθµούς από το 0 ώς το 255· γενικότερα, µε n bits, ο κώδικας αυτός παριστάνει τους ακεραίους από
το 0 έως και το 2n-1. Αντ' αυτού, ο κώδικας συµπληρώµατος ως προς 2, µε 8 bits, επιλέγουµε να παριστά
µονοσήµαντα τους ακεραίους από -128 έως και +127· γενικότερα, µε n bits, ο κώδικας αυτός παριστάνει
τους ακεραίους από τον -2n-1 έως και τον +2n-1-1. Τις περιοχές αυτές τις βλέπουµε σηµειωµένες στο
σχήµα µε αγκύλες. Όπως βλέπουµε, η περιοχή αναπαράστασης του κώδικα των προσηµασµένων
ακεραίων είναι σχεδόν συµµετρική γύρω από το µηδέν, και έχει επιλεγεί ούτως ώστε το αριστερό (MS)
bit του κώδικα να είναι 1 γιά όλους τους αρνητικούς αριθµούς και µόνο, και να είναι 0 γιά όλους τους
µη αρνητικούς αριθµούς και µόνο, δηλαδή γιά τον αριθµό µηδέν και όλους τους θετικούς αριθµούς.

6.4   Πρόσθεση Προσηµασµένων Ακεραίων 
        σε Συµπλήρωµα-2

Θεωρήστε έναν υπολογιστή µε λέξεις των n bits, και έναν αθροιστή µη
προσηµασµένων ακεραίων όπως αυτός της §5.4, του οποίου όµως
αγνοούµε το κρατούµενο εξόδου, κρατάµε δηλαδή µόνο το άθροισµα mod
2n, δηλαδή µόνο τα n LS bits. Θα αποδείξουµε ότι εάν στις δύο εισόδους
αυτού του αθροιστή τροφοδοτήσουµε τους κώδικες συµπληρώµατος-2 δύο
προσηµασµένων ακεραίων, As και Bs, µεταξύ -2n-1 και +2n-1-1 ο
καθένας, και εάν το (προσηµασµένο) άθροισµα των δύο ακεραίων βρίσκεται επίσης στην περιοχή από
-2n-1 έως και +2n-1-1, τότε στην έξοδο του παραπάνω αθροιστή θα εµφανιστεί ο κώδικας
συµπληρώµατος-2 του (προσηµασµένου) αυτού αθροίσµατος. Με άλλα λόγια, ο αθροιστής µη
προσηµασµένων ακεραίων, όπως τον ξέρουµε, είναι επίσης και αθροιστής προσηµασµένων αριθµών,
όταν αυτοί παρίστανται µε κώδικα συµπληρώµατος-2, και όταν το άθροισµά τους χωρά να παρασταθεί
και αυτό µε τον ίδιο κώδικα και το ίδιο πλήθος bits.
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Γιά την απόδειξη θα χρησιµοποιήσουµε, όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήµα, τους ακεραίους Au και Bu,
που αποτελούν την ερµηνεία των As και Bs ως µη προσηµασµένων αριθµών· δηλαδή, όπως ξέρουµε, Au

= As + 2n όταν As<0, αλλοιώς Au = As --και οµοίως γιά τον Bu. Ο αθροιστής µη προσηµασµένων
υπολογίζει το Su = (Au+Bu) mod 2n, το οποίο στη συνέχεια ερµηνεύουµε σαν τον προσηµασµένο αριθµό
Ss, δηλ. Ss = Su όταν Su<2n-1, αλλοιώς Ss = Su - 2n. Η βασική ιδέα της απόδειξης είναι η εξής: αφού ο
Au είναι είτε As είτε As + 2n, και ο Bu είναι είτε Bs είτε Bs + 2n, τότε το άθροισµα (Au+Bu) θα είναι:
As+Bs+P, όπου P = είτε 0, είτε 2n, είτε 2n+1. Εποµένως, αφού το άθροισµα Su υπολογίζεται mod 2n, ο
όρος P θα φεύγει, και θα µας µένει το άθροισµα As+Bs. Γιά µιά πλήρη απόδειξη, πρέπει να εξετάσουµε
προσεκτικά τις περιοχές τιµών των προσθετέων και του αθροίσµατος, όπως θα κάνουµε τώρα, χωριστά
γιά τις τέσσερεις περιπτώσεις:

(α) Θετικός συν Θετικό: 
Όταν οι δύο προσθετέοι, As και Bs, είναι θετικοί ή µηδέν
και δεν ξεπερνούν τον αριθµό +2n-1-1, τότε Au = As και
Bu = Bs, άρα και Au+Bu = As+Bs. Η υπόθεση του
θεωρήµατός µας είναι ότι το άθροισµα As+Bs µπορεί να
παρασταθεί µε n bits σε µορφή συµπληρώµατος 2, άρα το
As+Bs δεν ξεπερνά το +2n-1-1. Κατά συνέπεια, και το S =
Au+Bu δεν ξεπερνά το 2n-1-1, εποµένως Su = S <2n-1. Σε
αυτήν την περιοχή, όµως, Ss = Su, άρα Ss = S = Au+Bu =
As+Bs [ΟΕ∆].

(β) Θετικός συν Αρνητκό, µε Άθροισµα Θετικό ή Μηδέν: 
Έστω ότι As = +A και Bs = -B, όπου A και B είναι θετικοί
που δεν ξεπερνούν το +2n-1-1, και ο A είναι µεγαλύτερος
ή ίσος του B, όπως φαίνεται στο σχήµα (πρώτοι δύο
άξονες). Επειδή As>0, έχουµε Au=As=A· απ' την άλλη
µεριά, Bs<0, άρα Bu = Bs+2n = 2n-B. Ο µη
προσηµασµένος αθροιστής υπολογίζει το άθροισµα S = A + (2n - B) = 2n + (A-B), το οποίο όµως είναι
µεγαλύτερο ή ίσο του 2n, επειδή ο A είναι µεγαλύτερος ή ίσος του B. Άρα, Su = S mod 2n = (2n + (A-B))
mod 2n = A - B. Επειδή Su=A-B δεν ξεπερνά το +2n-1-1, θα είναι Ss = Su· εποµένως, Ss = A-B = As+Bs
[ΟΕ∆].

(γ) Θετικός συν Αρνητκό, µε Άθροισµα Αρνητικό: 
Έστω ότι As = -A και Bs = +B, όπου A θετικός, B θετικός ή µηδέν, A>B, ο A δεν ξεπερνά το 2n-1, και ο
B δεν ξεπερνά το 2n-1-1. Σε αυτή την περίπτωση, έχουµε: Au = As+2n = 2n-A, και Bu=Bs=B, όπως
φαίνεται στο σχήµα, στη µετάβαση από τον πρώτο στον τρίτο άξονα των αριθµών. Ο µη προσηµασµένος
αθροιστής υπολογίζει το άθροισµα S = (2n - A) + B = 2n - (A-B)· επειδή A>B, το άθροισµα αυτό είναι
µικρότερο του 2n, άρα ο αθροιστής το βγάζει αυτούσιο: Su = S = 2n - (A-B). Επειδή ο A δεν ξεπερνά το
2n-1, το ίδιο ισχύει και γιά τον (A-B)· εποµένως, ο Su είναι µεγαλύτερος ή ίσος του 2n-1. Ένας τέτοιος µη
προσηµασµένος αριθµός, ερµηνευόµενος σε κωδικοποίηση συµπληρώµατος-2, θα ερµηνευτεί σαν ο
αρνητικός αριθµός Ss = Su - 2n = (2n-(A-B)) - 2n = -A + B = As + Bs [ΟΕ∆].

(δ) Αρνητκός συν Αρνητκό: 
Έστω ότι As = -A και Bs = -B, όπου A και B είναι θετικοί που δεν ξεπερνούν, ούτε αυτοί ούτε το
άθροισµά τους, τον αριθµό 2n-1. Τότε: Au = As+2n = 2n-A, και Bu = Bs+2n = 2n-B, όπως φαίνεται στο
δεξιό άξονα του σχήµατος. Ο µη προσηµασµένος αθροιστής υπολογίζει το άθροισµα S = (2n-A) + (2n-B)
= 2n+1 - (A+B), το οποίο όµως είναι µεταξύ 2n+1-2n-1 = 2n+2n-1 και 2n+1-1. Άρα, επειδή ο αθροιστής
βγάζει µόνο n bits, θα βγάλει τελικά: Su = S mod 2n = (2n+1 - (A+B)) mod 2n = 2n - (A+B), το οποίο
είναι µεταξύ 2n-1 και 2n-1. Σε αυτήν την περιοχή τιµών, Ss = Su - 2n = (2n - (A+B)) - 2n = -A-B = As +
Bs [ΟΕ∆].
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6.5   Εύρεση του Αντιθέτου ενός Αριθµού

∆ιαπιστώσαµε ότι µπορούµε να προσθέτουµε
προσηµασµένους ακεραίους σε µορφή συµπληρώµατος ως
προς 2 χρησιµοποιώντας τον ίδιο αθροιστή µη
προσηµασµένων ακεραίων που ήδη είχαµε. Προκειµένου,
τώρα, να κάνουµε και αφαιρέσεις, το µόνο που χρειαζόµαστε
είναι µιά µέθοδος να βρίσκουµε τον αντίθετο αριθµό, -B, ενός
δοθέντα αριθµού B. Όταν αποκτήσουµε µιά τέτοια µέθοδο, θα
µπορούµε να κάνουµε την αφαίρεση A-B µέσω της
πρόσθεσης A+(-B). Τη ζητούµενη µέθοδο µας τη δίνει η
παρατήρηση του σχήµατος: Έστω B ένας προσηµασµένος
ακέραιος σε µορφή συµπληρώµατος-2 µε n bits, και έστω B' ο
επίσης προσηµασµένος ακέραιος συµπληρώµατος-2 µε n bits
που προκύπτει από τον B αντιστρέφοντας το κάθε bit του. Τον
αριθµό B' τον λέµε και "συµπλήρωµα του B ως προς 1" (1's
complement), επειδή κάθε νέο bit είναι 1 µείον το παλαιό bit.
Στο επάνω µέρος του σχήµατος φαίνεται ο τροχός των
προσηµασµένων αριθµών της §6.2 µε σηµειωµένα επάνω τα
ζευγάρια B - B' αριθµών που είναι ο ένας το
συµπλήρωµα-ως-προς-1 του άλλου.

Εύκολα βλέπει κανείς ότι το προσηµασµένο άθροισµα των B
+ B' ισούται πάντα µε -1, αφού έχει την αναπαράσταση µε
όλο άσσους: η πρόσθεση ενός bit 0 µε ένα bit 1, χωρίς κρατούµενο εισόδου, δίνει πάντα άθροισµα 1 και
κρατούµενο 0 (χρησιµοποιήσαµε την ιδιότητα ότι οι προσηµασµένοι αριθµοί B και B' προστίθενται µε
τον ίδιο τρόπο όπως προσθέτουµε και τους µη προσηµασµένους αριθµούς, όπως αποδείξαµε στην
προηγούµενη παράγραφο, 6.4). Αφού B+B' = -1, προκύπτει ότι B+B'+1 = B + (B'+1) = 0, άρα οι αριθµοί
B και (B'+1) είναι αλγεβρικά αντίθετοι: (B'+1) = -B   --υπό την προϋπόθεση ότι το άθροισµα (B'+1)
µπορεί να παρασταθεί σε συµπλήρωµα-2 µε n bits, δηλαδή ότι το (B'+1) βρίσκεται µεταξύ -2n-1 και
+2n-1-1, πράγµα που ισχύει πάντα εκτός της περίπτωσης B' = +2n-1-1 = 0111...111, δηλαδή εκτός B =
1000...000 = -2n-1, αφού τότε ο -B = +2n-1 δεν µπορεί να παρασταθεί µε n bits σε µορφή
συµπληρώµατος-2.

Εποµένως, συνολικά, όταν B είναι ακέραιος στο διάστηµα [-(2n-1-1), +(2n-1-1)], τότε ο αλγεβρικός
αντίθετός του, -B (που επίσης ανήκει στο ίδιο διάστηµα), σε παράσταση συµπληρώµατος-2, είναι ο Β'+1,
δηλαδή ο αριθµός που προκύπτει από την παράσταση συµπληρώµατος-2 του B αν αντιστρέψουµε το
κάθε bit της και στη συνέχεια προσθέσουµε τον αριθµό 1 (µέσω προσηµασµένης πρόσθεσης, που, όπως
έχουµε δείξει, είναι η ίδια µε την µη προσηµασµένη όπου αγνοούµε το κρατούµενο εξόδου).

Άσκηση 6.6:   Αρνητικοί Αριθµοί και Αφαιρέσεις

[Κάντε την πριν το εργαστήριο και παραδώστε την µε την αναφορά σας.] 
(α) Χρησιµοποιήστε τις παραστάσεις συµπληρώµατος-2 του σχήµατος της §6.3 γιά να κάνετε τις
παρακάτω προσθέσεις µέσω του γνωστού αλγόριθµου µη προσηµασµένης πρόσθεσης, µε 8 bits και
αγνοώντας το κρατούµενο εξόδου, και επιβεβαιώστε στο δεκαδικό ότι το αποτέλεσµα είναι σωστό:
32+(-1), 15+(-3), 2+(-5), (-1)+(-1), (-4)+(-1), (-127)+126, (-127)+127. 
(β) Χρησιµοποιήστε τις παραστάσεις συµπληρώµατος-2 του σχήµατος της §6.3 και την παραπάνω
µέθοδο εύρεσης του αντίθετου ενός αριθµού, γιά να βρείτε τα εξής αντίθετα, και επιβεβαιώστε την
ορθότητα του αποτελέσµατος: -(127), -(126), -(5), -(2), -(1), -(0) -(-1), -(-2), -(-3), -(-124), -(-126), και
-(-127).

6.7   Προσθαφαιρέτες

Στους υπολογιστές συνήθως βρίσκει κανείς "προσθαφαιρέτες" (adder/subtracter) ακεραίων, κυκλώµατα
δηλαδή που µπορούν να κάνουν είτε προσθεση είτε αφαίρεση. Το κύκλωµα αυτό κατασκευάζεται πολύ
εύκολα και µε χαµηλό κόστος, µε βάση έναν αθροιστή µη προσηµασµένων ακεραίων (§5.4), όπως δείχνει
το σχήµα. Ο αθροιστής φαίνεται στο κάτω µέρος του σχήµατος: το σύµβολό του είναι ένα τραπέζιο µε
µιά εσοχή, έτσι που να θυµίζει ότι παίρνει δύο λέξεις δεδοµένων, τις συνδυάζει, και βγάζει µία
λέξη-απάντηση· µέσα στο τραπέζιο γράφεται το σύµβολο "+" γιά να ξεχωρίζουµε αυτόν τον αθροιστή
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από άλλα κυκλώµατα που κάνουν (και) άλλες πράξεις πάνω στις δύο εισόδους τους. Το κύκλωµα έχει
δύο εισόδους δεδοµένων, A και B, µία είσοδο ελέγχου, add'/sub, και µία έξοδο
δεδοµένων, S. Συνήθως τα δεδοµένα είναι προσηµασµένοι αριθµοί, αλλά
µπορεί να χρησιµοποιηθεί και µε µη προσηµασµένους. Η είσοδος A δίδεται
στον αθροιστή ως έχει· η είσοδος B, όµως, φτάνει στον αθροιστή µε µία από
δύο διαφορετικές µορφές, σύµφωνα µε το τι επιλέγει ένας πολυπλέκτης 2-σε-1:
είτε αυτούσια η λέξη B, είτε το συµπλήρωµά της ως προς 1, B'. Ο βασικός
αθροιστής πρέπει να δέχεται κρατούµενο εισόδου, Cin. Όταν κάναµε πρόσθεση
το κρατούµενο αυτό εισόδου ήταν πάντα 0, και γι' αυτό µπορούσαµε να το
αγνοήσουµε χρησιµοποιώντας έναν ηµιαθροιστή γιά τα δεξιά (LS) bits, όµως
εδώ θα το χρειαστούµε αυτό το κρατούµενο εισόδου, (άρα χρειαζόµαστε
πλήρεις αθροιστές στις θέσεις όλων των bits --και του LS). Γιά να κάνει το
κύκλωµα πρόσθεση, S = A+B, θέτουµε την είσοδο ελέγχου add'/sub = 0· αυτό
κάνει τη δεύτερη είσοδο του αθροιστή να ισούται µε B, και το κρατούµενο εισόδου να είναι 0, όπως
ακριβώς δηλαδή πρέπει γιά να γίνει η πρόσθεση A+B. Γιά να κάνει το κύκλωµα αφαίρεση, S = A-B,
θέτουµε την είσοδο ελέγχου add'/sub = 1· αυτό κάνει τη δεύτερη είσοδο του αθροιστή να είναι το
συµπλήρωµα B', και το κρατούµενο εισόδου να είναι 1. ∆εδοµένου ότι το κρατούµενο εισόδου έχει την
ίδια σηµαντικότητα, 20, µε τα δεξιά (LS) bits των αριθµών εισόδου, A0 και B0, στα οποία και
προστίθεται, το να ισούται το κρατούµενο εισόδου αυτό µε 1 ισοδυναµεί µε το να προστίθεται ο αριθµός
1 µαζί µε τους δύο προσθετέους, A και B'. Εποµένως, η έξοδος S = A + B' + 1· ξέρουµε όµως, από την
§6.5, ότι B'+1 = -B, άρα η έξοδος S = A + (B'+1) = A + (-B) = A - B.
Το όνοµα του σήµατος ελέγχου, add'/sub, είναι κατάλληλα γραµµένο
ώστε να µας θυµίζει ότι όταν αυτό είναι αληθές (1) το κύκλωµα κάνει
"sub" (αφαίρεση), ενώ όταν αυτό είναι ψευδές (0), δηλαδή add'
ψευδές άρα add αληθές, τότε το κύκλωµα κάνει "add" (πρόσθεση).

Πείραµα 6.8:   Τετράµπιτος Αθροιστής

ΠΡΟΣΟΧΗ!: το chip αυτού του πειράµατος έχει τα pins τροφοδοσίας
σε παράξενη, µη συµβατική θέση. Συνδέστε τα πολύ προσεκτικά,
αλλοιώς θα κάψετε το chip! 
Στο πείραµα αυτό θα χρησιµοποιήσετε το chip "7483" το οποίο είναι
ένας τετράµπιτος δυαδικός αθροιστής: περιέχει 4 πλήρεις αθροιστές
(του ενός bit καθένας), µε τα κρατούµενά τους συνδεδεµένα σε µιάν
αλυσίδα. Λεπτοµερείς πληροφορίες γιά το chip αυτό µπορείτε να
βρείτε στη διεύθυνση που ανέφερε η §3.6. Τροφοδοτήστε τις εισόδους
δεδοµένων από τους 8 διακόπτες της πλακέτας εισόδων/εξόδων, και
συνδέστε 5 LED's στις εξόδους, όπως στο σχήµα. Ελλείψει επαρκών
διακοπτών εισόδου, συνδέστε την είσοδο κρατουµένου του αθροιστή
σε µία από τις τάσεις τροφοδοσίας µε ένα σύρµα που µπορείτε να το
εναλλάσετε χειροκίνητα µεταξύ γής (0) και θετικού (1). Πριν φτάσετε
στο εργαστήριο, συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα:

     Ain   Bin Cin Au+Bu+Cin  S(5b)  As+Bs+Cin  S(4)  Bin' =Bs'  As-Bs'=S(4)
    0010  0011  1  2+3+1 = 6  00110  2+3+1 = 6  0110  1100 = -4  2-(-4) = 6
    0010  1011  1  2+11+1=14  01110  2-5+1 =-2  1110  0100 = +4  2-(+4) =-2
    1110  1111  1
{{επόµενες γραµµές}}: 

όπου οι {{επόµενες γραµµές}} είναι: 1111 + 1111, 0101 + 1110, 0101 + 0001, 0101 + 0000, και όλες µε
Cin=1. Στον πίνακα αυτόν, Ain, Bin, και Cin είναι οι δυαδικές είσοδοι του αθροιστή· Au+Bu+Cin είναι η
ερµηνεία των εισόδων και της αναµενόµενης εξόδου σύµφωνα µε τον κώδικα µη προσηµασµένων
αριθµών· S(5b) είναι η αναµενόµενη πεντάµπιτη έξοδος του αθροιστή (άθροισµα µη προσηµασµένων
εισόδων), και πρέπει να συµφωνεί µε την προηγούµενη στήλη· As+Bs+Cin είναι η ερµηνεία των εισόδων
και της αναµενόµενης εξόδου σύµφωνα µε τον κώδικα συµπληρώµατος-2 προσηµασµένων αριθµών· S(4)
είναι η αναµενόµενη τετράµπιτη έξοδος του αθροιστή (άθροισµα προσηµασµένων εισόδων), και πρέπει
να συµφωνεί µε την προηγούµενη στήλη· Bin' είναι το συµπλήρωµα ως προς 1 της εισόδου Bin --ας
θεωρήσουµε από 'δω και πέρα ότι αυτό ήταν η αρχική είσοδος ενός αφαιρέτη, πριν ένας αντιστροφέας
δώσει το Bin στον αθροιστή, και Bs' είναι η ερµηνεία αυτού του Bin' σαν προσηµασµένου αριθµού·
As-Bs'=S(4) είναι η ερµηνεία της πράξης του (φανταστικού) αφαιρέτη, και πρέπει να συµφωνεί µε τη
στήλη S(4). Στο εργαστήριο, επαληθεύστε πειραµατικά τις εξόδους S(5b) και S(4) του πίνακα. Μην
χαλάστε το κύκλωµά σας όταν τελειώσετε: θα το χρειαστείτε στο πείραµα 6.9.
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Πείραµα 6.9:   Προσθαφαιρέτης µε XOR

Ο προσθαφαιρέτης της §6.7 µπορεί εναλλακτικά να υλοποιηθεί µε
πύλες αποκλειστικού-Ή (XOR), όπως φαίνεται στο σχήµα δίπλα, αντί
αντιστροφέων και πολυπλέκτη. Ο λόγος είναι ότι οι πύλες XOR
δίνουν στην έξοδό τους την πρώτη είσοδο όταν η δεύτερη είσοδος
είναι 0, ενώ δίνουν στην έξοδό τους το συµπλήρωµα της πρώτης
εισόδου τους όταν η δεύτερη είσοδος είναι 1. Φτιάξτε έναν
τετράµπιτο προσθαφαιρέτη, χρησιµοποιώντας τον αθροιστή του
προηγουµένου πειράµατος 6.8 και ένα chip πυλών XOR (7486) όπως
αυτό του πειράµατος 5.7· γιά διευκόλυνσή σας, η διάταξη
ακροδεκτών του επαναλαµβάνεται στο σχήµα εδώ. Πριν φτάσετε στο
εργαστήριο, κάντε το σχεδιάγραµµα συνδεσµολογίας που δείχνει ποιά
συγκεκριµένα pins ποιού chip πρέπει να συνδέσετε πού. Στο
εργαστήριο, κατασκευάστε τον προσθαφαιρέτη, και δώστε του τις
εισόδους Bin' του πίνακα του παραπάνω πειράµατος 6.2, µε το σήµα
add'/sub = 1, ούτως ώστε να διαπιστώσετε πως αυτές οι αφαιρέσεις
γίνονται σωστά. Μετά, γυρίστε το σήµα add'/sub στο 0 (πρόσθεση),
και κάντε κάµποσες προσθέσεις γιά να διαπιστώσετε τη σωστή
λειτουργία --π.χ. κάντε τις προσθέσεις των δύο πρώτων στηλών του
παραπάνω πίνακα, χωρίς κρατούµενο εισόδου αυτή τη φορά.

Πείραµα 6.10:   Η στοιχειώδης Ιδέα του Flip-Flop

Στο πείραµα 2.10 είχαµε δεί ότι τα κυκλώµατα µε θετική ανάδραση έχουν συνήθως δύο σταθερές
καταστάσεις, κι έτσι χρησιµοποιούνται σαν µνήµες. Το απλούστερο κύκλωµα λογικών πυλών που έχει
θετική ανάδραση είναι δύο αντιστροφείς (πύλες NOT) συνδεδεµένοι κυκλικά ώστε να τροφοδοτούν ο
ένας τον άλλον, όπως στο σχήµα. Η ανάδραση είναι θετική επειδή δύο αρνήσεις κάνουν µία κατάφαση.
Προφανώς, το κύκλωµα αυτό έχει δύο σταθερές καταστάσεις: (i) ο αριστερός κόµβος µπορεί να είναι 0
και ο δεξιός 1, ή (ii) ο αριστερός κόµβος µπορεί να είναι 1 και ο δεξιός 0. Το κύκλωµα αυτό αποτελεί τη
βασική ιδέα του flip-flop, δηλαδή του στοιχειώδους κυττάρου ψηφιακής µνήµης.

Κατασκευάστε το κύκλωµα αυτό στο εργαστήριο, και συνδέστε δύο LED's
στις εξόδους του. Χρησιµοποιήστε δύο από τις πύλες ενός chip 7404 (βλ.
§3.6). Το κύκλωµα αυτό δεν έχει εξωτερικές εισόδους, αφού κάθε είσοδος
πύλης του οδηγείται από µιάν άλλη πύλη του! Εποµένως, δεν µπορείτε να του
αλλάξετε την κατάστασή του. Σβήστε και ανάψτε την τροφοδοσία πολλές
φορές, και παρατηρήστε αν το κύκλωµα "σηκώνεται" πάντα στην ίδια
κατάσταση, ή πότε στη µιά και πότε στην άλλη. (Αν το κύκλωµα είναι
εντελώς "συµµετρικό", από ηλεκτρική άποψη, θα "πέφτει" µε πιθανότητα
50% στη µία κατάσταση και 50% στην άλλη, σαν µιά µπίλια που την
τοποθετείτε ακριβώς ισορροπηµένη στην κόψη ενός ξυραφιού, κι αυτή πέφτει
πότε από τη µιά και πότε από την άλλη· αν όµως το κύκλωµα έχει έστω και
µία ανεπαίσθητη (ηλεκτρική) ασυµµετρία, τότε θα πέφτει συνήθως από την
ίδια "πλευρά").

Ένας --ηµιπαράνοµος...-- τρόπος να επηρρεάσουµε την κατάσταση του flip-flop (µε την τροφοδοσία
αναµένη) είναι να ακουµπήσουµε "στιγµιαία" τον έναν από τους δύο κόµβους του µε ένα σύρµα
γειωµένο, όπως δείχνει το σχήµα µε τα κατακόρυφα βέλη. (Εναλλακτικά, το σύρµα θα µπορούσε να
συνδέονταν και στην θετική τροφοδοσία). (Γενικά, σ' ένα τυχόν κύκλωµα, είναι πολύ κακό να ακουµπάς
την έξοδο µιάς πύλης στη γή ή στην τροφοδοσία, διότι όταν η έξοδος προσπαθεί να δώσει την αντίθετη
τιµή από αυτήν που της ακουµπάµε, κατ' ουσίαν προκαλούµε βραχυκύκλωµα και υπερθέρµανση, µε
πιθανό κάψιµο αν συνεχιστεί γιά πολλήν ώρα· εδώ, ευτυχώς, τα πράγµατα δεν είναι τόσο κακά: το
βραχυκύκλωµα διαρκεί ελάχιστα ns µόνο, µέχρις ότου η νέα τιµή που αυτό επιβάλει εξωτερικά κάνει την
"βόλτα" του κυκλώµατος και αλλάξει κατά την ίδια φορά την τιµή που η πύλη προσπαθεί να δώσει στην
έξοδό της· έτσι, η υπερθέρµανση είναι πολύ µικρή). Ακουµπήστε τον έναν κόµβο, και δείτε ότι αµέσως η
αντίστοιχη LED σβήνει και η άλλη ανάβει. Αποµακρύνετε το σύρµα και παρατηρήστε ότι το κύκλωµα
µένει εκεί που το αφήσατε, δηλαδή έχει µνήµη. Επαναλάβετε από την άλλη πλευρά. Όταν το ακούµπηµα
είναι από την ίδια πλευρά που είναι ήδη σβηστή, αυτό δεν έχει επίδραση· όταν είναι από την άλλη, τότε
έχει. Αυτή είναι η βασική (χειροκίνητη) ιδέα του flip-flop τύπου RS, την αυτοµατοποίηση της οποίας (µε
πύλες αντί ακουµπήµατος συρµάτων) θα δούµε στο επόµενο εργαστήριο.
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