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Σηµείωση: Επιτρέπεται η χρήση υπολογιστή για τις πράξεις. ∆είξτε όµως όλα τα ϐήµατα της λύσης σας.

Κρατήστε 3 ψηφία στις πράξεις σας.

Κάποιες από τις δοσµένες απαντήσεις ίσως να είναι προσεγγιστικές και να διαφέρουν από τις δικές σας

σε κάποιο δεκαδικό ψηφίο µετά το 2ο.

Ασκηση 1.

Θα χρειαστούµε τις σχέσεις

ρ =
√
x2 + y2 (1)

θ =



tan−1
(
y
x

)
, x > 0

tan−1
(
y
x

)
+ π, x < 0, y ≥ 0

tan−1
(
y
x

)
− π, x < 0, y < 0

π
2 , x = 0, y > 0
−π

2 , x = 0, y < 0
απροσδιόριστη, x = y = 0

(2)

για το µέτρο και τη γωνία των διανυσµάτων µε συντεταγµένες (x, y).

(αʹ) Είναι
ρ =

√
22 + (−8)2 =

√
68 = 2

√
17 (3)

και
θ = tan−1 −8

2
= tan−1(−4) = −1.3258 rad =⇒ θ = −75.964◦ (4)

(ϐʹ) Είναι
ρ =

√
(−2)2 + 42 =

√
68 = 2

√
5 (5)

και
θ = tan−1 4

−2
+ π = 2.034 rad =⇒ θ = 116.57◦ (6)

(γʹ) Είναι
a⃗+ b⃗ = −4⃗j (7)

οπότε
ρ =

√
02 + (−4)2 = 4 (8)

και
θ = −π/2 rad =⇒ θ = −90◦ (9)
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(δʹ) Είναι
b⃗− a⃗ = −4⃗i+ 12⃗j (10)

οπότε
ρ =

√
(−4)2 + 122 = 4

√
10 (11)

και
θ = tan−1 12

−4
+ π = tan−1(−3) + π = 1.8925 rad =⇒ θ = 108.43◦ (12)

(εʹ) Είναι
a⃗− b⃗ = 4⃗i− 12⃗j (13)

οπότε
ρ =

√
42 + (−12)2 = 4

√
10 (14)

και
θ = tan−1 −12

4
= tan−1(−3) = −1.249 rad =⇒ θ = −71.565◦ (15)

(ϛʹ) Τα δυο διανύσµατα είναι αντίθετα µεταξύ τους, οπότε η γωνία τους ισούτα µε θ = π rad ή θ = 180◦.

Ασκηση 2.

Αφού το µέτρο του Ϲητούµενου διανύσµατος είναι 6, τότε

|x⃗| =
√

x20 + y20 = 6 =⇒ |x⃗|2 = 6 ⇐⇒ x20 + y20 = 6 (16)

Αφού το διάνυσµα x⃗ και το διάνυσµα (2⃗i− 3⃗j) ϐρίσκονται στην ίδια ευθεία, οι γωνίες τους ϑα είναι συµπληρωµα-
τικές, άρα αν

ϕ = tan−1 −3

2
= −0.9828 rad =⇒ ϕ = −56.31◦ (17)

τότε η γωνία του Ϲητούµενου διανύσµατος ϑα είναι

θ = 180− 56.31◦ = 123.69◦ =⇒ θ = 2.1588 rad (18)

΄Εχοντας το µέτρο και τη γωνία του διανύσµατος µπορούµε να ϐρούµε ότι

x0 = |x⃗| cos(θ) = −3.3282 (19)
y0 = |x⃗| sin(θ) = 4.9923 (20)

΄Αρα το Ϲητούµενο διάνυσµα είναι το

x⃗ = x0⃗i+ y0j⃗ = (−3.3282)⃗i+ 4.9923⃗j (21)

Ασκηση 3.

Ξέρουµε ότι
a⃗ · b⃗ = axbx + ayby + azbz (22)

΄Αρα

(αʹ) a⃗ · (⃗b+ c⃗) = (2⃗i− j⃗ + 3k⃗) · (⃗i− 2⃗j + 3k⃗ + i⃗+ 3⃗j − 3k⃗) = (2⃗i− j⃗ + 3k⃗) · (2⃗i+ j⃗ + 0k⃗) = 3

(ϐʹ) a⃗ · b⃗− a⃗ · c⃗) = a⃗ · (⃗b− c⃗) = (2⃗i− j⃗ + 3k⃗) · (⃗i− 2⃗j + 3k⃗ − (⃗i+ 3⃗j − 3k⃗)) = (2⃗i− j⃗ + 3k⃗) · (0⃗i− 5⃗j + 6k⃗) = 23

(γʹ) (⃗a · c⃗)(⃗b · c⃗) = ((2⃗i− j⃗ + 3k⃗) · (⃗i+ 3⃗j − 3k⃗))((2⃗i− j⃗ + 3k⃗) · (⃗i− 2⃗j + 3k⃗)) = (−10)(+14) = 140
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Ασκηση 4.

Αν το διάνυσµα c⃗ είναι κάθετο στο διάνυσµα a⃗, τότε το εσωτερικό τους γινόµενο είναι µηδέν, δηλ.

c⃗ · a⃗ = 0 (23)

και επίσης µας δίνεται ότι
c⃗ · b⃗ = 1 (24)

Μαζί

c⃗ · a⃗ = 0 (25)

c⃗ · b⃗ = 1 (26)

που µας δίνει
(xc⃗i+ ycj⃗) · (⃗i− 4⃗j) = 0 ⇐⇒ xc − 4yc = 0 ⇐⇒ xc = 4yc (27)

και
c⃗ · b⃗ = 1 ⇐⇒ (xc⃗i+ ycj⃗) · (3⃗i− 5⃗j) = 3xc − 5yc = 1 ⇐⇒ 12yc − 5yc = 1 ⇐⇒ yc =

1

7
(28)

και άρα

xc =
4

7
(29)

Συνολικά
c⃗ =

4

7
i⃗+

1

7
j⃗ (30)

Ασκηση 5.

(αʹ)

y′(x) =

(
1

x

)′(
x2 +

1

x

)
+

1

x

(
x2 +

1

x

)′
(31)

= − 1

x2

(
x2 +

1

x

)
+

1

x

(
2x− 1

x2

)
(32)

= −1− 1

x3
+ 2− 1

x3
= 1− 2

x3
(33)

(ϐʹ)

y′(x) =

(
x2 − 1

x2 + 1

)′
=

(x2 − 1)′(x2 + 1)− (x2 + 1)′(x2 − 1)

(x2 + 1)2
=

4x

(x2 + 1)2
(34)

(γʹ)

y′(x) =

(
cos(x)

1− sin(x)

)′
=

cos′(x)(1− sin(x))− (1− sin(x))′ cos(x)

(1− sin(x))2
(35)

=
− sin(x)(1− sin(x)) + cos(x) cos(x)

(1− sin(x))2
=

− sin(x) + sin2(x) + cos2(x)

(1− sin(x))2
=

1

1− sin(x)
(36)

(δʹ)

y′(x) =

(
(x− 1)(x2 − 2x)

x4

)′
=

[(x− 1)(x2 − 2x)]′x4 − (x4)′[(x− 1)(x2 − 2x)]

x8
(37)

=
(x− 1)′(x2 − 2x)x4 + (x− 1)(x2 − 2x)′x4 − 4x3(x− 1)(x2 − 2x)

x8
(38)

=
(x2 − 2x)x4 + (x− 1)(2x− 2)x4 − 4x3(x− 1)(x2 − 2x)

x8
(39)

= − 1

x2
+

6

x3
− 6

x4
(40)
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΄Ασκηση 6.

(αʹ) Είναι ∫ √
x
(
x2 − x+ 1

)
dx =

∫
x1/2

(
x2 − x+ 1

)
dx (41)

=

∫
(x5/2 − x3/2 + x1/2)dx (42)

=
2

7
x7/2 − 2

5
x5/2 +

2

3
x3/2 + c (43)

=
2

7

√
x7 − 2

5

√
x5 +

2

3

√
x3 + c (44)

(ϐʹ) Είναι ∫
cos(x) sin(3x)dx =

∫
1

2
sin(4x)dx−

∫
1

2
sin(−2x)dx (45)

=

∫
1

2
sin(4x)dx+

∫
1

2
sin(2x)dx (46)

= −1

8
cos(4x) + c1 −

1

4
cos(2x) + c2 (47)

= −1

8
cos(4x)− 1

4
cos(2x) + c (48)


