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Κρατήστε 3 δεκαδικά ψηφία στις πράξεις σας.

Κάποιες από τις δοσµένες απαντήσεις µπορεί να είναι προσεγγιστικές και να διαφέρουν από τις δικές σας.

Θεωρήστε - όπου χρειάζεται - |~g| = 9.8 m/s2.

΄Ασκηση 1.

Η αρχική κινητική ενέργεια του πατέρα είναι

Kfather,i =
1

2
Kson (1)

και η τελική του κινητική ενέργεια είναι
Kfather,f = Kson (2)

΄Αρα
1

2
mfatheru

2
father,i =

1

2

1

2
mfather(ufather,i + 1)2 ⇐⇒ 1

2
u2father,i − ufather,i −

1

2
= 0 (3)

Το πολυώνυµο δίνει ϑετική λύση ufather,i = 2.4142 m/s. ΄Αρα uson = 2ufather,i = 4.8284 m/s.

΄Ασκηση 2.

΄Εστω ~F η δύναµη µε κατεύθυνση προς τα πάνω που ασκείται από το σχοινί στον αστροναύτη. Η δύναµη του ϐάρους
είναι ίση µε mg, µε ϕορά προς τα κάτω. Θεωρούµε ϑετική ϕορά της κίνησης προς τα πάνω. Από το 2ο Νόµο του
Newton επάνω στον αστροναύτη έχουµε

Σ~F = m~a⇐⇒ ~F + ~Fg = m~a =⇒ F −mg = ma =⇒ F = m(g + a) =
11

10
mg (4)

(αʹ) Αφού τα διανύσµατα της δύναµης του σχοινιού και της µετατόπισης είναι οµόρροπα, έχουµε

WF = F∆y = 15F =
15 · 11

10
mg = 1.164× 104 J (5)

(ϐʹ) Επειδή το διάνυσµα της δύναµης του ϐάρους είναι αντίρροπο µε το διάνυσµα της µετατόπισης, το έργο ϑα είναι

WFg = −Fg∆y = −15mg = −1.058× 104 J (6)

(γʹ) Για το µονοµελές σύστηµα {αστροναύτης} ισχύει το ϑεώρηµα Κινητικής Ενέργειας ΄Εργου.

∆K = ΣWext ⇐⇒ Kf −Ki = WF +WFg = 1.06× 103 J (7)

Ο αστροναύτης ξεκινά από ακινησία, άρα η αρχική του κινητική ενέργεια Ki είναι µηδέν. Οπότε λύνοντας την
παραπάνω σχέση έχουµε

u =

√
2K

m
= 5.4263 m/s (8)
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΄Ασκηση 3.

(αʹ) Η δύναµη είναι µεταβαλλόµενου µέτρου, οπότε το έργο της υπολογίζεται µέσω ολοκλήρωσης. ΄Οσο το σώµα κινείται
στον άξονα x′x από τη ϑέση xi = 3 ως τη ϑέση xf = 4 m, το έργο της δύναµης ϑα είναι

WF =

∫ xf

xi

Fxdx =

∫ 4

3
(−6x)dx = −6

x2

2

∣∣∣x=4

x=3
= −21 J (9)

Από το ϑεώρηµα Κινητικής Ενέργειας ΄Εργου στο σύστηµα {σώµα} ϑα έχουµε

∆K = ΣWF ⇐⇒ Kf −Ki = WF ⇐⇒ uf =

√
2WF

m
+ u2i = 6.5574 m/s (10)

(ϐʹ) ΄Εστω xf η ϑέση του σώµατος όταν έχει ταχύτητα uf = 5 m/s. Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα Κινητικής Ενέργειας
΄Εργου από την αρχική ϑέση xi = 3 m µε ταχύτητα ui = 8 m/s ως την τελική άγνωστη ϑέση xf , µε ταχύτητα uf = 5
m/s, έχουµε

∆K = WF (11)

Kf −Ki =

∫ xf

xi

Fxdx =

∫ xf

xi

(−6x)dx (12)

1

2
m(u2f − u2i ) = −3(x2f − x2i ) (13)

xf = 4.6904 m/s (14)

΄Ασκηση 4.

΄Εστω το σύστηµα {ελατήριο, σώµα, Γη}. Οι δυνάµεις που ασκούνται στο σύστηµα (ϐάρους και ελατηρίου) είναι
εσωτερικές και συντηρητικές. Θεωρούµε επίπεδο µηδενικής ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας στη ϐάση του κεκλιµένου.
΄Εστω άξονας x′x παράλληλος του επικλινούς, µε ϑετική ϕορά προς τα πάνω και σηµείο αναφοράς τη ϑέση ισορροπίας
του ελατηρίου. Συµβολίζουµε µε x0 = 0.2 m τη συµπίεση του ελατηρίου.

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 4.

(αʹ) Μπορούµε να εφαρµόσουµε την Αρχή ∆ιατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας, καθώς πληρούνται οι προϋποθέσεις
της, στη διαδροµή από τη ϑέση συµπίεσης x0 του ελατηρίου ως τη ϑέση που το ελατήριο επιστρέφει στο ϕυσικό του
µήκος, και λαµβάνοντας υπ΄ όψη τη γεωµετρία του σχήµατος, ϑα είναι

Ki + Ugi + Usi = Kf + Ugf + Usf (15)

0 +mg(D + x0) sin(θ) +
1

2
kx20 =

1

2
mu2f +mgD sin(θ) + 0 (16)

uf =

√
2gx0 sin(θ) +

kx20
m

= 2.399 m/s (17)
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(ϐʹ) Εφαρµόζοντας την Αρχή ∆ιατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας, καθώς πληρούνται οι προϋποθέσεις της, στη δια-
δροµή από τη ϑέση συµπίεσης x0 του ελατηρίου ως τη ϑέση που το σώµα ϐρίσκεται στη ϐάση του κεκλιµένου, και
Λαµβάνοντας υπ΄ όψη τη γεωµετρία του σχήµατος, ϑα είναι

Ki + Ugi + Usi = Kf + Ugf + Usf (18)

0 +mg(D + x0) sin(θ) +
1

2
kx20 =

1

2
mu2f0 + 0 (19)

uf =

√
2g(D + x0) sin(θ) +

kx20
m

= 4.1898 m/s (20)

΄Ασκηση 5.

Ας συµβολίσουµε µε το γράµµα C το σηµείο που το σώµα µόλις ϕτάνει στο µη-λείο µονοπάτι, που ϐρίσκεται σε ύψος h
από το επίπεδο αναφοράς, που είναι το µη κεκλιµένο τµήµα του σχήµατος. ΄Εστω το αποµονωµένο σύστηµα {έλκηθρο,
Γη}, στη διαδροµή από τη ϑέση A στη ϑέση C. Οι δυνάµεις που ασκούνται στο σύστηµα είναι µόνο ϐαρυτικές, και ως

Σχήµα 2: Σχήµα ΄Ασκησης 5.

εκ τούτου εσωτερικές και συντηρητικές. Ισχύει η Αρχή ∆ιατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας, δηλ.

KA + UgA = KC + UgC (21)
1

2
mu2A + 0 =

1

2
mu2C +mgh (22)

uC =
√
u2A − 2gh (23)

uC = 4.98 m/s (24)

Η κινητική του ενέργεια στο σηµείο C είναι KC = 12.4m. Ας υποθέσουµε ότι δε ϕτάνει στο σηµείο B, δηλ. διανύει
απόσταση d < L επάνω στο µη-λείο τµήµα του κεκλιµένου. Τότε, όλη η κινητική ενέργεια που έχει στη ϑέση C ϑα µε-
τατραπεί σε ϑερµική και δυναµική ενέργεια. Εφαρµόζουµε την Αρχή ∆ιατήρησης της Ενέργειας στο ίδιο αποµονωµένο
σύστηµα από τη ϑέση C ως τη ϑέση C ′, που είναι χαµηλότερα από την B. Εδώ, µπορούµε να ϑεωρήσουµε επίπεδο
µηδενικής ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας στη ϑέση C.

∆K + ∆Ug + ∆Eth = 0 (25)
KC′ −KC + UgC′ − UgC + ∆Eth = 0 (26)

0− 1

2
mu2C +mgyC′ − 0 + fkd = 0 (27)

−1

2
mu2C +mgd sin(θ) + µknd = 0 (28)

Το σώµα ισορροπεί στον άξονα y′y που είναι κάθετος στο κεκλιµένο, και από τον 1ο νόµο του Newton έχουµε

Σ~Fy = ~0⇐⇒ ~n+ ~Fgy = ~0 =⇒ n−mg cos(θ) = 0⇐⇒ n = mg cos(θ) (29)
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οπότε πίσω στη Σχέση (28) έχουµε
1

2
mu2C = mgd sin(θ) + µkmgd cos(θ) (30)

Λύνοντας ως προς d ϐρίσκουµε ότι d = 1.49 m, που είναι µεγαλύτερο από την τιµή του L = 0.75 m. ΄Αρα η αρχική µας
υπόθεση (d < L) που σήµαινε ότι το έλκηθρο σταµατά πριν το σηµείο B είναι λανθασµένη. Εφαρµόζοντας ξανά την
Αρχή ∆ιατήρησης της Ενέργειας από το σηµείο C στο σηµείο B έχουµε

∆K + ∆Ug + ∆Eth = 0 (31)
KB −KC + UgB − UgC + ∆Eth = 0 (32)

1

2
mu2B −

1

2
mu2C +mgyB − 0 + µknL = 0 (33)

1

2
mu2B −

1

2
mu2C +mgL sin(θ)− 0 + µkmgL cos(θ) = 0 (34)

υιοθετόντας τις ίδιες επιλογές µε πριν, και λύνοντας ως προς uB, έχουµε

uB =
√
u2C − 2gL(sin(θ) + µk cos(θ) = 3.5154 m/s (35)

΄Ασκηση 6.

Από εκφώνηση, όταν το σώµα B πέφτει απόσταση d = 0.25 m, τότε το σώµα A πρέπει να ανέβει στο κεκλιµένο απόσταση
d, η οποία αντιστοιχεί σε κατακόρυφη µετατόπιση του σώµατος A ίση µε h = d sin(θ). Θεωρούµε το σύστηµα {σώµατα,
Γη}. Το σύστηµα είναι αποµονωµένο, η δύναµη που ασκείται στο σύστηµα είναι εσωτερική και συντηρητική (ϐαρυτική),
ϑεωρώντας ότι τα σώµατα A και B κινούνται ως ένα, λόγω αβαρούς και ανελαστικού νήµατος και αβαρούς και χωρίς
τριβές τροχαλίας, και ισχύει η Αρχή ∆ιατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας. Θεωρούµε επίπεδο µηδενικής ϐαρυτικής
δυναµικής ενέργειας στη ϑέση που το σώµα B έχει κατέβει απόσταση d. Οπότε

Kf + Ugf = Ki + Ugi (36)

Kf +mAgh = 0 +mBgd (37)
Kf = mBgd−mAgh (38)

και άρα
Kf = mBgd−mAgd sin(θ) = gd(mB −mA sin(θ)) = 3.675 J (39)

Σχήµα 3: Σχήµα ΄Ασκησης 6.

΄Ασκηση 7.

(αʹ) Το πλάτος της ταλάντωσης είναι το µισό της συνολικής απόστασης, άρα A = 0.001 m.

(ϐʹ) Η µέγιστη ταχύτητα της λεπίδας είναι umax = ωA = 2πfA = 0.754 m/s.

(γʹ) Η µέγιστη επιτάχυνση της λεπίδας είναι amax = ω2A = (2πf)2A = 568.49 m/s2.
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΄Ασκηση 8.

Για t = 2.0 s,

(αʹ) η ϑέση του σώµατος είναι
x(2) = 6 cos(6π + π/3) = 3.0 m (40)

(ϐʹ) η ταχύτητα του σώµατος είναι

u(2) =
dx

dt

∣∣∣
t=2

= −18π sin(6π + π/3) = −48.97 m/s (41)

(γʹ) η επιτάχυνση του σώµατος είναι

a(2) =
d2x

dt2

∣∣∣
t=2

= −(3π)2 · 6 cos(6π + π/3) = −266.48 m/s2 (42)

(δʹ) η συνολική ϕάση είναι το όρισµα του συνηµιτόνου, δηλ. 6π + π/3 = 19π/3.

Η συχνότητα και η περίοδος της κίνησης είναι

f =
ω

2π
=

3π

2π
=

3

2
Hz (43)

T =
1

f
=

2

3
s (44)

΄Ασκηση 9.

Η συχνότητα ταλάντωσης δίνεται από τη σχέση

ω =

√
k

m
(45)

Για δυο διαφορετικές µύγες µε µάζες m1, m2, ϑεωρώντας ότι η σταθερά του ελατηρίου-ιστού είναι η ίδια, ϑα έχουµε

ω1

ω2
=

√
k
m1√
k
m2

=

√
m2

m1
=
√

2.5 = 1.581 (46)


