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΄Ασκηση 1.

Πόση είναι η δύναµη ~F στο 1 nC ϕορτίο, ϐρίσκεται στο µέσο του παρακάτω σχήµατος εξαιτίας των υπολοίπων
τεσσάρων ϕορτίων; ∆ώστε την απάντηση σας υπό την µορφή συνιστωσών.

Λύση

Τοποθετούµε το ϕορτίο q1 στην αρχή των αξόνων και τα q2, q3, q4, q5 στο πρώτο, δεύτερο, τρίτο και τέταρτο τεταρτηµόριο
αντίστοιχα. Η ηλεκτρική ενέργεια στο q1 είναι το διάνυσµα του αθροίσµατων των ηλεκτρικών ενεργειών των υπολοίπων
τεσσάρων ϕορτίων. Το µέγεθος των περιµετρικών ϕορτίων είναι το ίδιο και για τα τέσσερα καθώς οι ϕορτίσεις του
είναι ίσες (κατά απόλυτη τιµή) και ισαπέχουν από το q1. Εποµένως

F2 on 1 = F3 on 1 = F4 on 1 = F5 on 1 =
(9× 109 Nm2/ C2)(2× 10−9 C)(1× 10−4 C)

(0.5× 10−2 m)2 + (0.5× 10−2 m)2
= 3.6× 10−4 N

΄Αρα ~F on 1 = (3.6 × 10−4 N,αποµακρυνόµενη από το q2) + (3.6 × 10−4 N,αποµακρυνόµενη από το q3) + (3.6 ×
10−4 N,αποµακρυνόµενη από το q4)+ (3.6×10−4 N,αποµακρυνόµενη από το q5). Αναλύοντας σε συνιστώσες παίρ-
νουµε

~F on 1 = F on 1

([
− cos(45◦)~i− sin(45◦)~j

]
+
[
− cos(45◦)~i+ sin(45◦)~j

]
+
[
− cos(45◦)~i− sin(45◦)~j

]
+[

− cos(45◦)~i+ sin(45◦)~j
])

= (3.6× 10−4 N)(−4 cos(45◦)~j = −1× 10−3~i N.
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΄Ασκηση 2.

΄Ενα ηλεκτρικό πεδίο ~E = 100000̂i N/C προκαλεί σε ένα σωµατίδιο 5 g ϕορτίο τέτοιο ώστε να κρέµεται υπό γωνία
20◦. Πόσο είναι το ϕορτίο στο σωµατίδιο ;

Λύση
Θεωρούµε την ϕόρτιση του σωµατιδίου ως σηµειακή ϕόρτιση.

Το σωµατίδιο ισορροπεί στο ηλεκτρικό πεδίο όταν το νήµα σχηµατίζει γωνία 20◦ µε τον οριζόντιο άξονα. Οι τρείς
δυνάµεις που δρούν στην ϕορτισµένη µπάλα είναι η ηλεκτρική δύναµη του πεδίου, η ϐαρύτητα και η τάση του
νήµατος. Από τον δεύτερο νόµο του Newton, για το σωµατίδιο, έχουµε ~Fnet = ~T + ~FG + ~Fe = ~0 και αναλύωντας σε
συνιστώσες παίρνουµε

(Fnet)x = Tx + 0 N + qE = 0 N, (Fnet)y = Ty −mg + 0 N = 0 N

΄Αρα
T sin θ = qE, T cos θ = mg

∆ιαιρούµε κατά µέλη

tan θ =
qE

mg
⇒ q =

mg tan θ

E
=

(5× 10−3 kg)(9.8 N/kg) tan 20◦

100000 N/C
= 1.78× 10−7 C = 0.18µ C
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΄Ασκηση 3.

Μια πλαστική ϱάβδος µε γραµµική πυκνότητα ϕορτίου λ λυγίζεται σε τεταρτοκύκλιο, όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
Θέλουµε να ϐρούµε το ηλεκτρικό πεδίο στην αρχή των αξόνων

(αʹ) Γράψτε παραστάσεις για τις x και y συνιστώσες στην αρχή των αξόνων, οι οποίες οφείλονται σε ένα µικρό ϕορτίο
υπό γωνία θ̂.

(ϐʹ) Γράψτε, χωρίς να τα υπολογίσετε, τα αόριστα ολοκληρώµατα των x και y συνιστωσών του ηλεκτρικού πεδίου στην
αρχή των αξόνων.

(γʹ) Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα και ϐρείτε το ~Enet υπό την µορφή συνιστωσών.

Λύση

Η αρχή του συστήµατος συντεταγµένων ϐρίσκεται στο κέντρο του κύκλου. Χωρίζουµε την ϱάβδο σε αρκετά µικρά
τµήµατα ϕορτίου dq και µε µήκος τόξου ds.

(αʹ) Το i-οστό τµήµα της ϱάβδου δηµιουργεί ένα ηλεκτρικό πεδίο d ~Ei στην αρχή των αξόνων µε δύο συνιστώσες

d(Ei)x = dEi cos θi d(Ei)y = dEi sin θi

Παρατηρούµε ότι η γωνία θ̂i εξαρτάται από την ϑέση του τµήµατος i. ΄Ολα τα τµήµατα έχουν απόσταση ri = R
από την αρχή των αξόνων

dEi =
1

4πε0

dq

r2i
=

1

4πε0

dq

R



Φυσική Ι - 2019/Τέταρτο Φροντιστήριο 4

Η πυκνότητα της γραµµικής ϕόρτισης της ϱάβδου είναι λ = Q/L, όπου L είναι το µήκος της ϱάβδου (L = πR/2
ως τεταρτοκύκλιο). Αυτό µας επιτρέπει να σχετίσουµε την ϕόρτιση dq µε το µήκος τόξου ds µέσω της σχέσης

dq = λds =

(
Q

L

)
ds =

(
2Q

πR

)
ds

µε ds = Rdθ. Οι συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου στην αρχή των αξόνων

d(Ei)x =
1

4πε0

dq

R2
cos θi =

1

4πε0

1

R2

(
2Q

πR

)
Rdθ cos θi =

1

4πε0

(
2Q

πR2

)
dθ cos θi

d(Ei)y =
1

4πε0

dq

R2
sin θi =

1

4πε0

1

R2

(
2Q

πR

)
Rdθ sin θi =

1

4πε0

(
2Q

πR2

)
dθ sin θi

(ϐʹ) Οι x, y συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου για ολόκληρη την ϱάβδο είναι τα ολοκληρώµατα της προηγούµενης
ερώτησης από θ = 0 rad έως θ = π/2 rad. ΄Αρα

Ex =
1

4πε0

(
2Q

πR2

) π/2∫
0

cos θdθ Ey =
1

4πε0

(
2Q

πR2

) π/2∫
0

sin θdθ

(γʹ) Επιλύουµε τα ολοκληρώµατα

π/2∫
0

sin θdθ = [− cos θ]
π/2
0 = −

(
cos

π

2
− cos 0

)
= 1

π/2∫
0

cos θdθ = [− sin θ]
π/2
0 = −

(
sin

π

2
− sin 0

)
= 1

Συνεπώς το ηλεκτρικό πεδίο είναι
~E =

1

4πε0

2Q

πR2
(~i+~j)
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΄Ασκηση 4.

Χρειάζεται να κάνουµε µια δέσµη ηλεκτρονίων να στρίψει κατα 90◦. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί µέσω της διάταξης
του παρακάτω σχήµατος. ΄Ενα ηλεκτρόνιο µε κινητική ενέργεια 3 × 10−17 J εισέρχεται απο µια µικρή οπή από το
κάτω µέρος της διάταξης.

(αʹ) Πως ϑα πρέπει να είναι ϕορτισµένες οι δύο πλάκες ώστε το ηλεκτρόνιο να στρίψει δεξιά ;

(ϐʹ) Πόσο µέγεθος πρέπει να έχει το ηλεκτρικό πεδίο αν το ηλεκτρόνιο εξέρχεται από οπή η οποία ϐρίσκεται 1 cm
µακρυά από την οπή εισόδου ;

Λύση

Το ηλεκτρικό πεδίο στην διάταξη είναι οµοιόµορφο, εποµένως τα ηλεκτρόνια ϑα έχουν σταθερή επιτάχυνση.

(αʹ) Η πλάκα που ϐρίσκεται στο κάτω µέρος της διάταξης ϑα έχει ϑετική ϕόρτιση. Το ηλεκτρόνιο ϑα πρέπει να
απωθηθεί από την πλάκα του άνω µέρους, δηλαδή ϑα πρέπει να έχει αρνητική ϕόρτιση. Το ηλεκτρικό πεδίο
πρέπει να έχει κατεύθυνση όπως ϕαίνεται στο σχήµα, άρα η κατεύθυνση του ηλεκτρονίου ~a είναι προς την πλάκα
που ϐρίσκεται στο κάτω µέρος.

(ϐʹ) Επιλέγουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων xy ώστε ο άξονας x′x να είναι παράλληλος µε την πλάκα, που ϐρίσκεται
στο κάτω µέρος της διάταξης. Η αρχή των αξόνων είναι το σηµείο εισόδου του ηλεκτρονίου. Τότε η επιτάχυνση
του ηλεκτρονίου, που είναι παράλληλη µε το ηλεκτρικό πεδίο, είναι ~a = a~j. Για την κινητική ενέργεια έχουµε
K = 1

2mv
2
0 = 3 × 10−17 J η οποία µας δίνει αρχική ταχύτητα v0 = (2 K/m)1/2 = 8.115 × 106 m/s. ΄Αρα οι

συνιστώσες της ταχύτητας, στην αρχική κατάσταση, είναι

vx0 = v0 cos 45
◦ = 5.72× 106 m/s vy0 = v0 sin 45

◦ = 5.72× 106 m/s
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Ποια επιτάχυνση ~a επιτρέπει στο ηλεκτρόνιο να περάσει από το σηµείο (x1, y1) = (1 cm, 0 cm) ; Για τις εξισώσεις
κίνησης έχουµε

x1 = x0 + vx0t1 +
1

2
axt

2
1 = vx0t1 = 0.01 m y1 = y0 + vy0t1 +

1

2
ayt

2
1 = 0 m

Από την εξίσωση στον άξονα x′x ϐρίσκουµε t1 = x1/vx0 = 1.742× 10−9 s. Συνεπώς από την εξίσωση στον άξονα
y′y έχουµε

a = −2vy0t1
t21

= −6.59× 1015 m/s2

΄Οµως η επιτάχυνση του ηλεκτρονίου σε ηλεκτρικό πεδίο είναι

a =
Felec

m
=
qelecE

m
= −eE

m
⇒ E = −ma

e
= −(9.11× 10−31kg)(−6.59× 1015m/s2)

1.6× 10−19C
= 37500N/C
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΄Ασκηση 5.

(αʹ) Στο παρακάτω σχήµα, ο κυλινδρικός ϕλοιός ακτίνας R είναι οµοιόµορφα ϕορτισµένος µε συνολικό ϕορτίο Q, και
έχει ύψος l. Προσδιορίστε το ηλεκτρικό πεδίο σε απόσταση d δεξιά του.

Hint: Θεωρήστε τον ϕλοιό ως ένα σύνολο από ϕορτισµένα δακτυλίδια. Το ηλεκτρικό πεδίο που προκαλεί ένα
δακτυλίδι πάνω στην ευθεία που περνάει απ΄Α το κέντρο του και είναι κάθετη στο επίπεδό του δίνεται από τη
σχέση: E = keQ

x
(R2+x2)3/2

(ϐʹ) Αντί για ϕλοιό, ϑεωρήστε ένα συµπαγή κύλινδρο µε ίδιες διαστάσεις όπως προηγουµένως και ϕορτίο Q οµοιό-
µορφα κατανεµηµένο στον όγκο του, και ξαναλύστε το πρόβληµα.

Hint: Θεωρήστε τον κύλινδρο ως ένα σύνολο από ϕορτισµένους δίσκους. Το ηλεκτρικό πεδίο που προκαλεί ένας
δίσκος πάνω στην ευθεία που περνάει απ΄Α το κέντρο του και είναι κάθετη στο επίπεδό του δίνεται από τη σχέση:
E = 2keQ

R2

(
1− x

(R2+x2)1/2

)
Λύση

(αʹ) Ορίζουµε ως x = 0 το σηµείο που Ϲητείται το πεδίο. ΄Ενας δακτύλιος µε πάχος dx έχει ϕορτίο Qdx/l, και παράγει
πεδίο στο Ϲητούµενο σηµείο που δίνεται ως

d ~E =
kex

(x2 +R2)3/2
Qdx

l
~i (1)

Το συνολικό πεδίο είναι

~E =

∫
d ~E =

∫ d+l

d

kex

(x2 +R2)3/2
Qdx

l
~i (2)

=
keQ~i

2l

∫ d+l

d
(x2 +R2)−3/22xdx (3)

=
keQ~i

2l

(x2 +R2)−1/2

−1/2

∣∣∣∣∣
l+d

d

(4)

=
keQ

2l

[
1

(d2 +R2)1/2
− 1

((d+ l)2 +R2)1/2

]
~i (5)

(ϐʹ) Σκεφτείτε τον κύλινδρο σαν ένα σύνολο από δίσκους, καθένας µε πάχος dx, ϕορτίοQdx/l και επιφανειακό ϕορτίο
σ = Qdx/πR2l. ΄Ενας δίσκος παράγει πεδίο

d ~E =
2πkeQdx

πR2l

(
1− x

(x2 +R2)1/2

)
~i (6)
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Οπότε το συνολικό πεδίο είναι

~E =

∫
d ~E =

∫ d+l

d

2keQdx

R2l

(
1− x

(x2 +R2)1/2

)
~i (7)

=
2keQ

R2l

[∫ d+l

d
dx− 1

2

∫ d+l

d
(x2 +R2)−1/22xdx

]
~i (8)

=
2keQ

R2l

[
x
∣∣∣d+l
d
− 1

2

(x2 +R2)1/2

1/2

∣∣∣∣∣
d+l

d

]
~i (9)

=
2keQ

R2l

[
l + (d2 +R2)1/2 − ((d+ l)2 +R2)1/2

]
~i (10)


