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1ο Φροντιστήριο

΄Ασκηση 1.

Γνωρίζουµε ότι

ax(t) =
d

dt
ux(t) =

d

dt

( d

dt
x(t)

)
(1)

΄Αρα µπορούµε να ξεκινήσουµε από την επιτάχυνση που µας δίνεται και να ϐρούµε την ταχύτητα
και τη ϑέση ολοκληρώνοντας ουσιαστικά την καµπύλη επιτάχυνσης µια και δυο ϕορές, αντίστοιχα.
Θεωρούµε το σώµα ως αρχικά ακίνητο. Στο διάστηµα [0, tA], η επιτάχυνση είναι ϑετική και σταθερή,

άρα η ταχύτητα ϑα είναι γραµµική συνάρτηση του χρόνου, µε ϑετική κλίση. Ολοκληρώνοντας ξανά,
η συνάρτηση ϑέσης ϑα είναι δευτεροβάθµια συνάρτηση του χρόνου.

Στο διάστηµα (tA, tB], η επιτάχυνση µηδενίζεται, άρα η ταχύτητα ϑα είναι σταθερή πια. ΄Οµοια,
η συνάρτηση ϑέσης ϑα είναι γραµµική, ως το ολοκλήρωµα της ταχύτητας (ολοκλήρωµα σταθεράς).

Στο διάστηµα (tB, tE ], η επιτάχυνση είναι αρνητική και σταθερή, άρα η ταχύτητα ϑα είναι
ολοκλήρωµα µιας αρνητικής σταθεράς, άρα ϑα είναι γραµµική συνάρτηση του χρόνου και µάλιστα
µε αρνητική κλίση. Επειδή το µέτρο της επιτάχυνσης είναι µικρότερο από αυτό του διαστήµατος
[0, tA], η κλίση της συνάρτησης ταχύτητας ϑα είναι κατά µέτρο µικρότερη, οπότε η ταχύτητα στο
(tB, tE ] ϑα µειώνεται πιο αργά απ’ο,τι αυξανόταν στο διάστηµα [0, tA]. Η συνάρτηση ϑέσης ϑα είναι
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πολυωνυµική δευτέρου ϐαθµού. Προσέξτε ότι η συνάρτηση ταχύτητας στο (tB, tE ] ϑα µηδενιστεί
κάποια στιγµή και ϑα γίνει στη συνέχεια αρνητική, οπότε η συνάρτηση ϑέσης ϑα έχει τοπικό µέγιστο
στο ίδιο σηµείο - το σώµα αλλάζει κατεύθυνση.

Τέλος στο διάστηµα (tE , tF ], η επιτάχυνση είναι σταθερή και ϑετική, οπότε η ταχύτητα ϑα γίνει
ξανά γραµµική αλλά µε ϑετική κλίση, αντίστοιχα η συνάρτηση ϑέσης ϑα είναι ξανά πολυωνυµική.

΄Ασκηση 2.

(αʹ) Αν t1 = 0 και t2 = 2 s, τότε είναι

ux1 = 40− 5t21 = 40m/s (2)
ux2 = 40− 5t22 = 20m/s (3)

Η µέση επιτάχυνση είναι

ax,avg =
∆u

∆t
=

ux2 − ux1

t2 − t1
= −10 m/s2 (4)

(ϐʹ) Η επιτάχυνση για µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή πρέπει να ϐρεθεί µέσω υπολογισµού της
στιγµιαίας επιτάχυνσης, η οποία είναι η παράγωγος της συνάρτησης της στιγµιαίας ταχύτητας
(που µας δίνεται) ως προς το χρόνο, δηλ.

a(t) =
d

dt
u(t) = −10t (5)

΄Αρα για t = 2, a(2) = −20 m/s2.

΄Ασκηση 3.

(αʹ) Εύκολα ϐρίσκουµε από το τυπολόγιο της επιταχυνόµενης κίνησης ότι

uxf
= uxi + axt (6)

οπότε
ax =

uxf − uxi
t

=
0− 63

2
= −31.5 m/s2 (7)

(ϐʹ) Από το τυπολόγιό µας, στο διάστηµα αυτό των δυο δευτερολέπτων µεταξύ της στιγµής που
ακουµπά στο διάδροµο και της στιγµής που ακινητοποιείται ϑα έχουµε

xf = xi +
1

2
(uxi + uxf )t = 0 + 0.5× 63× 2 = 63 m (8)

΄Ασκηση 4.

Ορίζουµε ως χρονική στιγµή t = 0 τη στιγµή που ο αστυνοµικός µοτοσυκλετιστής ξεκινά και ορί-
Ϲουµε ως σηµείο αναφοράς της ϑέσης x = 0 τη ϑέση του αστυνοµικού πριν ξεκινήσει. Σε αυτή τη
στιγµή (t = 0, x = 0), το αµάξι έχει προχωρήσει ήδη 45 µέτρα, αφού έχει περάσει ένα δευτερόλεπτο.
΄Αρα, η αρχική ϑέση του αµαξιού είναι xicar = 45 m.

Το όχηµα εκτελεί ευθύγραµµη οµαλή κίνηση µε σταθερή ταχύτητα, άρα η ϑέση του για κάθε
χρονική στιγµή t ϑα δίνεται ως

xcar = xicar + uxcart = 45 + uxcart (9)

ενώ ο αστυνοµικός εκτελεί ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση, και η ϑέση του για κάθε
χρονική στιγµή t ϑα δινεται ως

xfcop = xicop + uxicopt +
1

2
axt

2 =
1

2
axt

2 (10)
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αφού η αρχική ϑέση του ϑεωρείται µηδέν και η αρχική του ταχύτητα επίσης.
΄Ετσι, για να ϐρούµε πότε οι ϑέσεις τους ϑα συµπέσουν (αυτό Ϲητάει το ερώτηµα), ϑα είναι

xcop = xcar (11)
1

2
axt

2 = 45 + uxcart (12)

t =
uxcar ±

√
u2xcar + 2× 45ax
ax

(13)

και αντικαθιστώντας, έχουµε
t = 31 s (14)

΄Ασκηση 5.

(αʹ) ΄Εστω ότι η χελώνα προχωρά απόσταση D πριν ο λαγός ξαναµπεί στον αγώνα. ΄Οταν γίνεται αυτό,
ο λαός πρέπει να τρέξει 200 m σε 8 m/s, ενώ η χελώνα προχωρά απόσταση (1000 −D) µε 0.2
m/s. Καθένας έχει τον ίδιο χρόνο για να τελειώσει τον αγώνα, αφού τερµατίζουν µαζί. ΄ΑΡα

∆t =
200

8
=

1000−D

0.2
=⇒ D = 995 m (15)

΄Αρα η χελώνα ϐρίσκεται σε απόσταση 1000 − 995 = 5 m από τη γραµµή τερµατισµού όταν ο
λαγός επανέρχεται στον αγώνα.

(ϐʹ) Και οι δυο ξεκινούν τον αγώνα την ίδια χρονική στιγµή t = 0. Ο λαγός ϕτάνει τη ϑέση των 800
µέτρων σε χρόνο t = 800/8 = 100 s. Η χελώνα ϕτάνει τα 995 µέτρα σε χρόνο t = 995/0.2 = 4975
s. Ο λαγός κοιµόταν για διάστηµα ∆t = 4975− 100 = 4875 s.

΄Ασκηση 6.

(αʹ) ΄Εστω t0 = 0 η στιγµή εκκίνησης του ταξιδιού και ts ο χρόνος που διένυσε µέχρι τη στάση
ταξιδεύοντας µε σταθερή ταχύτητα u = 89.5 km/h, δηλ. µε u = 24.86 m/s. Τα 22 λεπτά αντι-
στοιχούν σε 1320 δευτερόλεπτα, ενώ η µέση ταχύτητα των 77.8 χιλιοµέτρων την ώρα αντιστοιχεί
σε 21.61 m/s. Η µέση του ταχύτητα δίνεται από τη σχέση

uavg =
∆x

∆t
=

∆x

ts + 1320− t0
=

∆x

ts + 1320
(16)

΄Αρα η απόσταση που διένυσε είναι

∆x = uavg∆t = uavg(ts + 1320) (17)

Για όσο ταξίδευε µε σταθερή ταχύτητα u, ϑα είναι

∆x = u(ts − t0) = uts (18)

Προφανώς οι αποστάσεις ∆x είναι ίδιες και στις δυο σχέσεις, άρα εξισώνοντας έχουµε

uavg(ts + 1320) = uts ⇐⇒ 21.6× (ts + 1320) = 24.86× ts ⇐⇒ ts =
28512

3.26
= 8746 s (19)

που αντιστοιχεί σε ts = 2.44 ώρες. ΄Αρα ο συνολικός χρόνος ταξιδιού είναι ttotal ≈ 2.44 + 0.37 =
2.81 ώρες.

(ϐʹ) Η απόσταση που ταξίδεψε είναι

∆x = uts = 218370 m ≈ 218 km (20)
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΄Ασκηση 7.

΄Εχουµε αρχικά ότι ui = 2 × 104 m/s και uf = 6 × 106 m/s, και ότι xf − xi = 1.5 × 10−2 m. ∆ε
γνωρίζουµε την επιτάχυνση αρχικά (µας Ϲητείται στη συνέχεια), οπότε ϑα χρειαστούµε έναν τύπο µε
ταχύτητες και ϑέσεις µόνο.

(αʹ) Είναι

xf − xi = 0.5(uf − ui)t (21)

t =
2(xf − xi)

uf − ui
≈ 5× 10−9 s (22)

(ϐʹ) Επιλέγουµε από το τυπολόγιό µας τη σχέση

u2f = u2i + 2ax(xf − xi) (23)

αφού έχει το Ϲητούµενο άγνωστο (επιτάχυνση) και όλα τα άλλα στοιχεία είναι γνωστά.

u2f = u2i + 2ax(xf − xi) (24)

ax =
u2f − u2i

2(xf − xi)
≈ 1.2× 1015 m/s2 (25)

Εναλλακτικά,

xf = xi + uxit +
1

2
axt

2 (26)

xf − xi = uxit +
1

2
axt

2 (27)

ax = 2
xf − xi − uxit

t2
(28)

= 2
1.5× 10−2 − 2× 104 × 5× 10−9

25× 10−18
(29)

≈ 1.2× 1015 m/s2 (30)

΄Ασκηση 8.

(αʹ) Η συνάρτηση ϑέσης είναι δευτεροβάθµια και από το πρόσηµο του µεγιστοβάθµιου όρου κατα-
λαβαίνουµε ότι έχει ολικό µέγιστο, οπως στο Σχήµα 1.

΄Αρα αυτό σηµαίνει ότι σε κάποιο σηµείο της καµπύλης (στο ολικό µέγιστο) αυτής το σώµα
ακινητοποιείται και αλλάζει κατεύθυνση. Το ολικό µέγιστο ϐρίσκεται αν ϑέσουµε την παράγωγο
της συνάρτησης ίση µε το µηδέν. ΄Οµως η παράγωγος της συνάρτησης ϑέσης ειναι η στιγµιαία
ταχύτητα ! ΄Αρα το σώµα αλλάζει κατεύθυνση όταν

d

dt
x(t) = u(t) = 0 (31)

το οποίο συµβαίνει όταν
u(t) = 3− 8t =⇒ t = 3/8 s (32)

Η ϑέση του τότε είναι

x(3/8) = 2 + 3× 3/8− 4× (3/8)2 = 2.56 m (33)

(ϐʹ) ΄Οταν xf = xi, από τη σχέση

xf = xi + uxit +
1

2
at2 (34)
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Σχήµα 1: Τροχιά συνάρτησης x(t) ως προς t.

έχουµε ότι ο χρόνος είναι

t = −2uxi

a
(35)

΄Ετσι, το σώµα επιστρέφει στην αρχική του ϑέση σε χρόνο

t =
−2× 3

−8
= 0.75 s (36)

και η ταχύτητά του είναι
u(0.75) = 3− 8× 0.75 = −3 m/s (37)


