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Τελική Εξέταση

Αιτιολογήστε πλήρως τις απαντήσεις σας. Επιτρέπεται η χρήση υπολογιστή τσέπης.

1. Θέµα 1ο: Κλασική Μηχανική - 35 µονάδες

Στο αεροδρόµιο Charles De Gaulle του Παρισίου, συνήθιζαν να πετούν τις αποσκευές από µεγάλο ύψος επάνω
στους κυλιόµενους ιµάντες, µε αποτέλεσµα πολλές ϕορές να υπάρχουν σοβαρές ϕθορές. Θεωρήστε το Σχήµα 1,
όπου ένας υπάλληλος αεροδροµίου πετά τη αποσκευή σας από ύψος h = 4 m µε αρχική ταχύτητα u0 = 5 m/s και
υπό γωνία θ = 60o επάνω σε έναν κυλιόµενο ιµάντα.
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Σχήµα 1: Θέµα 1ο: αποσκευή στο αεροδρόµιο

(αʹ) (2 µ.) Ποιό είναι το µέγιστο ύψος που ϑα ϕτάσει η αποσκευή ;

(ϐʹ) (2 µ.) Σε πόσο χρόνο ϑα πέσει η αποσκευή σας επάνω στον κυλιόµενο ιµάντα ;

(γʹ) (5 µ.) Σε ποιό ύψος heq η κινητική ενέργεια της αποσκευής σας γίνεται ίση µε το µισό της ϐαρυτικής δυναµικής
της ενέργειας, δηλ. σε ποιό ύψος K = 0.5Ugrav; Θεωρήστε επίπεδο µηδενικής ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας
το επίπεδο του υπαλλήλου.

Η αποσκευή σας προχωρά ακίνητη επάνω σε ιµάντα χωρίς τριβές και συναντά κεκλιµένο επίπεδο γωνίας φ µε τριβές
όπως στο Σχήµα. Η ταχύτητα του ιµάντα είναι ub = 4 m/s, το µήκος του κεκλιµένου είναι d = 5 m, και το ύψος
του είναι l = 2.5 m

(δʹ) (15 µ.) Ποιός ο συντελεστής τριβής ολίσθησης µk του κεκλιµένου αν η αποσκευή ϕτάνει µε µηδενική ταχύτητα
στη ϐάση του ;

Υποθέστε ότι η αποσκευή ϕτάνει τελικά στη ϐάση του κεκλιµένου, όπου περιµένει ένας ϕίλος σας κι εσείς, όπως
στο Σχήµα. Η µεταξύ σας απόσταση είναι x = 4.5 m. Ο ϕίλος σας ϐιάζεται πολύ, και δίνοντάς στην αποσκευή
αρχική κινητική ενέργειαK = 29.4 J, προσπαθεί να σας τη µεταφέρει γρήγορα µέσω ολίσθησης, ενώ ο ίδιος ϕεύγει
τρέχοντας να καλέσει ταξί.

(εʹ) (11 µ.) Αν η αποσκευή έχει ϐάρος B = 117.6 N, και το επίπεδο που κείται η αποσκευή έχει συντελεστή τριβής
ολίσθησης µk = 0.25, τότε η αποσκευή ϑα ϕτάσει (ή και προσπεράσει) σε εσάς ή ϑα µείνει κάπου ανάµεσα σε
σας και την αρχική ϑέση του ϕίλου σας ;
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Λύση:

(αʹ) (2 µ.) Από το επίπεδο του υπαλλήλου, το µέγιστο ύψος δίνεται από τη σχέση

hmax =
u2i sin2(θi)

2g
= 0.9566 m (1)

(ϐʹ) (2 µ.) Θεωρώντας ως y = 0 την επιφάνεια του ιµάντα, η y−συνιστώσα της ϐαλίτσας περιγράφεται από τη σχέση

yf = yi + ui sin(θ)t− 1

2
gt2 ⇐⇒ 0 = 4 + 5×

√
3

2
t− 1

2
× 9.8t2 ⇐⇒ 4.9t2 − 4.33t− 4 = 0 (2)

η οποία έχει ϱίζες t1 = 1.4476 s και t2 = −0.5639 s, από τις οποίες η ϑετική είναι η αποδεκτή.

(γʹ) (5 µ.) ΄Εστω Α το σηµείο εκκίνησης της ϐαλίτσας από τα χέρια του υπαλλήλου, και Β το σηµείο της τροχιάς όπου
ισχύει η Ϲητούµενη σχέση. Εφαρµόντας Α.∆.Μ.Ε στο σύστηµα Γη-ϐαλίτσα, µε επίπεδο µηδενικής ϐαρυτικής
δυναµικής ενέργειας το επίπεδο του υπαλλήλου, έχουµε

EAmech = EBmech (3)
KA + UAg = KB + UBg (4)
1

2
mu2A + 0 = KB + UBg (5)

1

2
mu2A + 0 = UBg +

1

2
UBg (6)

1

2
mu2A + 0 =

3

2
UBg (7)

1

2
mu2A + 0 =

3

2
mgheq (8)

u2A = 3gheq (9)

heq =
u2A
3g

(10)

heq = 0.85 m (11)

(δʹ) (9 µ.) ΄Εστω Α και Β τα σηµεία εκκίνησης και τερµατισµού της ϐαλίτσας. Εφαρµόζοντας Θ.Μ.Κ.Ε. στο σύστηµα
της ϐαλίτσας, έχουµε

∆K =
∑

Wext (12)
KB −KA = WT +WB (13)

0− 1

2
mu2A = −fkd+mg sin(φ)d (14)

−1

2
mu2A = −µknd+mg sin(φ)d (15)

−1

2
mu2A = −µkmg cos(φ)d+mg sin(φ)d (16)

−1

2
u2A = −µkg cos(φ)d+ g sin(φ)d (17)

µk =
1
2u

2
A + g sin(φ)d

g cos(φ)d
= 0.7659 ≈ 0.77 (18)

(εʹ) (11 µ.) ΄Εστω Α και Β τα σηµεία εκκίνησης και τερµατισµού της ϐαλίτσας, µε x την απόσταση που διανύει από
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το Α στο Β. Εφαρµόζοντας ξανά Θ.Μ.Κ.Ε. στο σύστηµα της ϐαλίτσας, έχουµε

∆K =
∑

Wext (19)
KB −KA = WT (20)

0−KA = −fkx (21)
−KA = −µknx (22)
KA = µkmgx (23)

x =
KA

µkmg
=

KA

µkB
= 1 m (24)

΄Αρα η ϐαλίτσα ϑα προχωρήσει µόλις ένα µέτρο και ϑα σταµατήσει προτού ϕτάσει σε εµάς.

2. Θέµα 2ο: Κυµατική - 35 µονάδες

Στο παραδοσιακό ποδοσφαιρικό ντέρµπι της Αγγλίας, η Λίβερπουλ ανοίγει το σκορ απέναντι στη Μάντσεστερ Γιου-
νάιτεντ. ΄Ενας αστυνοµικός εν υπηρεσία, ϕανατικός οπαδός της Λίβερπουλ, κάθεται σταθµευµένος στο περιπολικό,
αγωνιόντας για το αποτέλεσµα.

ud

a

x
 t = tc

Σχήµα 2: Θέµα 2ο: αστυνοµικός σε καταδίωξη.

(αʹ) (5 µ.) Αν η απόσταση του περιπολικού από το γήπεδο είναι 1.2 km, και η ϑερµοκρασία είναι Tc = 22oC, πόση
ώρα µετά το γκολ ϑα ακούσει τις ϕωνές/πανηγυρισµούς των ϕιλάθλων από το γήπεδο ;

Πάνω στη χαρά του, δεν προσέχει ότι δίπλα του περνά ένας οδηγός µε υπερβολική ταχύτητα. Σύµφωνα µε το ϱαντάρ
του, η ταχύτητα του οδηγού είναι σταθερή και ίση µε ud = 75.6 km/h. Αφού περάσουν t = 3 s µέχρι να συνέλθει,
επιταγχύνει το περιπολικό για να τον ϕτάσει µε σταθερή επιτάχυνση a = 3 m/s2, ϐάζοντας ταυτόχρονα τη σειρήνα
του σε λειτουργία.

(ϐʹ) (7.5 µ.) Η συχνότητα της σειρήνας του είναι f0 = 1050 Hz. ΄Ενας ακίνητος πεζός ϐρίσκεται σε απόσταση x = 20
m από το σηµείο εκκίνησης του περιπολικού (όπως στο σχήµα). Ποιά συχνότητα ακούει στιγµιαία ο πεζός µετά
από t = 2 s και ποιά µετά από t = 6 s;

(γʹ) (2.5 µ.) Αν η ένταση του ηχητικού κύµατος είναι I = 10−4 W/m2, ποιά η ηχοστάθµη της σειρήνας σε decibel;

(δʹ) (12.5 µ.) Μετά από πόσα δευτερόλεπτα tc ϑα ϐρίσκεται ακριβώς στην ίδια ϑέση µε τον παραβάτη οδηγό ;

Αφού τον ϕτάσει, τον προειδοποιεί από το µεγάφωνο του περιπολικού, και τον καλεί να κάνει στην άκρη.

(εʹ) (7.5 µ.) Τι είδους κύµα µεταδίδεται από το µεγάφωνο ; Ποιό το µέσο διάδοσής του ; Ποιό είναι το πλάτος πίεσης
και το πλάτος µετατόπισης που αντιστοιχεί σε αυτό το κύµα, αν η πυκνότητα του αέρα είναι ρ = 1.2 kg/m3, και
η ηχοστάθµη του ϕωνητικού κύµατος είναι κατά µέσο όρο ίση µε 60 dB;1

1Χρησιµοποιήστε (αν και είναι πολύ προσεγγιστικό) το I0 του τυπολογίου.



Φυσική Ι - 2015/Τελική Εξέταση 4

Λύση:

(αʹ) (5 µ.) Η ταχύτητα του ηχητικού κύµατος στον αέρα σε ϑερµοκρασία 22oC είναι

u = 331

√
1 +

22

273
= 344 m/s (25)

΄Αρα το κύµα χρειάζεται χρόνο

t =
d

u
=

1200

344
= 3.49 s (26)

για να ϕτάσει στα αυτιά του αστυνοµικού.

(ϐʹ) (7.5 µ.) Το περιπολικό εκτελεί οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση, και σε t = 2 s ϑα έχει ταχύτητα ut=2 = at = 6
m/s, ενώ ϑα ϐρίσκεται σε ϑέση xf = xi + uit + 1

2at
2 = 1

2at
2 = 6 m, άρα ϑα πλησιάζει τον πεζό, οπότε η

συχνότητα που ακούει αυτός στιγµιαία ϑα είναι

f ′ =
u

u− us
f =

344

344− 6
1050 = 1068 Hz (27)

Σε t = 6 s, το περιπολικό ϑα έχει ταχύτητα ut=6 = at = 18 m/s, ενώ ϑα ϐρίσκεται σε ϑέση xf = xi+uit+
1
2at

2 =
1
2at

2 = 54 m, άρα ϑα αποµακρύνεται από τον πεζό, οπότε η συχνότητα που ακούει αυτός στιγµιαία ϑα είναι

f ′ =
u

u+ us
f =

344

344 + 18
1050 = 998 Hz (28)

(γʹ) (2.5 µ.) Η ηχοστάθµη της σειρήνας δίνεται από τη σχέση

β = 10 log10
I

I0
(29)

µε I0 το κατώφλι ακουστότητας στη συγκεκριµένη συχνότητα. ΄Αρα

β = 10 log10
10−4

10−12
= 10 log10 108 = 80 dB (30)

(δʹ) (12.5 µ.) Θεωρούµε t = 0 τη στιγµή που το περιπολικό ξεκινά την κίνησή του. Τότε, ο παραβάτης ϑα έχει ήδη
προχωρήσει για χρόνο t = 3 s απόσταση

xicar = ut =
75600

3600
× 3 = 21× 3 = 63 m (31)

και άρα η κίνησή του περιγράφεται από τη σχέση

xcar = xicar + ut = 63 + 21t (32)

ενώ το περιπολικό εκτελεί, όπως είπαµε, οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση, και η ϑέση του δίνεται από τη σχέση

xpolice = xi + uit+
1

2
at2 =

3

2
t2 (33)

Θέλουµε να ϐρούµε για ποιό t έχουµε xcar = xpolice. ΄Αρα

xcar = xpolice (34)

63 + 21t =
3

2
t2 (35)

3

2
t2 − 21t− 63 = 0 (36)

το οποίο έχει ϱίζες t1 = 16.5394 s και t2 = −2.5394. Προφανώς κρατάµε τη ϑετική ϱίζα και άρα ο χρόνος tc
είναι tc ≈ 16.5 s.
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(εʹ) (7.5 µ.) Το µεγάφωνο µεταδίδει διαµήκη κύµατα, αφού πρόκεται για ηχητικά κύµατα µε µέσο διάδοσής τον
αέρα. Το µέσο πλάτος πίεσης δίνεται από τη σχέση

∆Pmax =
√

2ρuI (37)

µε

β = 10 log10
I

I0
⇐⇒ I

I0
= 1060/10 ⇐⇒ I = 106 × 10−12 = 10−6 W/m2 (38)

Οπότε
∆Pmax =

√
2× 1.2× 344× 10−6 = 0.0287 N/m2 (39)

και

I =
1

2
ρuω2s2max ⇐⇒ smax =

√
2I

ρuω2
= 0.0048× 10−3 × ω−1 = 48× 10−7 × ω−1 m (40)

3. Θέµα 3ο: Ηλεκτρισµός - 40 µονάδες

(αʹ) (10 µ.) Φωτοτυπικό µηχάνηµα: Η λειτουργία του ϕωτοτυπικού ϐασίζεται στην διαρρύθµιση και ‘‘τακτοποίηση’’
ϑετικών ϕορτίων επάνω στην επιφάνεια ενός κυλίνδρου, ανάλογα µε το σχέδιο που ϑέλουµε να ϕωτοτυπήσουµε,
τα οποία έλκουν σταγονίδια µελάνης που είναι αρνητικά ϕορτισµένα. Τα σταγονίδια αυτά, όταν προσκολληθούν
επάνω στον κύλινδρο, ‘‘λιώνονται’’ επάνω στο χαρτί, όπως στο Σχήµα (3). Υποθέστε ότι κάθε σταγονίδιο µελάνης
έχει µάζα m = 9× 10−16 kg και ότι είναι ϕορτισµένο αρνητικά µε 20 ηλεκτρόνια. Αν η ηλεκτρική δύναµη Fe
επάνω στο σταγονίδιο πρέπει να είναι τουλάχιστον διπλάσια του ϐάρους του, ϐρείτε το µέτρο του ηλεκτρικού
πεδίου που απαιτείται κοντά στην επιφάνεια του κυλίνδρου ώστε το σταγονίδιο να συγκρατείται επάνω στον
κύλινδρο.

(ϐʹ) (25 µ.) Ηλεκτρικό Πεδίο και ∆υναµικό: Λυγίζουµε µια οµοιόµορφα ϕορτισµένη ϱάβδο µήκους L στο σχήµα
που ϕαίνεται στο Σχήµα (4). Η ϱάβδος έχει συνολικό ϕορτίο Q.

Σχήµα 3: Θέµα 3α: ϕωτοτυπικό µηχάνηµα.

Σχήµα 4: Θέµα 3β: οµοιόµορφα ϕορτισµένη ϱάβδος.
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i. (5 µ.) Βρείτε το ηλεκτρικό δυναµικό VO στο σηµείο O, στο κέντρο του ηµικυκλίου συναρτήσει των Q,L.
ii. (5 µ.) ∆είξτε ότι το ηλεκτρικό πεδίο E στο σηµείο O έχει µόνο x−συνιστώσα.
iii. (15 µ.) ∆είξτε αναλυτικά ότι το µέτρο της x−συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στο σηµείο O δίνεται από

τη σχέση

Ex = 2ke
Qπ

L2

(γʹ) (5 µ.) Αντιστάσεις: ΄Ενας τεχνικός έρχεται σπίτι σας για να ελέγξει ένα κύκλωµα που περιέχει έναν αντιστάτη
αντίστασης R. Προτείνει ένα καλύτερο σχέδιο κυκλώµατος που ϑα περιλαµβάνει έναν αντιστάτη αντίστασης
R′ = 7

3R. Κουβαλάει µαζί του τρεις αντιστάτες, καθένας µε αντίσταση R. Συνδυάζοντας αυτούς τους τρεις
αντιστάτες µε κάποιο τρόπο, και ϐάζοντάς τους σε σειρά µε τον αρχικό αντιστάτη αντίστασης R, πιστεύει ότι ϑα
πετύχει την επιθυµητή αντίσταση R′. Πιστεύετε ότι µπορεί να το κάνει ; Αιτιολογήστε επαρκώς την απάντησή
σας.

Λύση:

(αʹ) (10 µ.) Φωτοτυπικό µηχάνηµα: Η ηλεκτρική δύναµη επάνω σε ένα σταγονίδιο µελάνης ϕορτίου q = 20e έχει
µέτρο Fe = qE. Αυτή η δύναµη πρέπει να είναι τουλάχιστον διπλάσια του ϐάρους του σωµατιδίου. ΄Αρα

qE ≥ 2mg ⇐⇒ E ≥ 2mg

q
=

2(9× 10−16)9.8

20× 1.6× 10−19
= 5.5125× 103 N/C

(ϐʹ) (25 µ.) Ηλεκτρικό Πεδίο και ∆υναµικό:

i. (5 µ.) ΄Ενα απειροστά µικρό τµήµα ϱάβδου µε ϕορτίο dq συνεισφέρει δυναµικό

dV = ke
dq

R
(41)

΄Οµως όλα τα απειροστά µικρά τµήµατα ισαπέχουν από το σηµείο Ο απόσταση R = L/π, άρα

V =

∫
dV =

∫
ke
dq

R
= ke

1

R

∫
dq = ke

Q

R
= ke

Q
L
π

= ke
πQ

L
(42)

ii. (5 µ.) Επιλέγουµε δυο συµµετρικά ως προς τον άξονα xx′ απειροστά µικρά τµήµατα ϱάβδου. Καθένα
συνεισφέρει ηλεκτρικό πεδίο d ~E, το οποίο έχει ϕορά προς µακριά από το τµήµα ϱάβδου που το προκαλεί.
Αναλύοντας το διάνυσµα του ηλ. πεδίου σε δυο κάθετες συνιστώσες, παρατηρούµε ότι οι y−συνιστώσες
αλληλοακυρώνονται, καθώς έχουν ίδιο µέτρο (τα τµήµατα ϱάβδου είναι συµµετρικά - έχουν ίδιο ϕορτίο
και ισαπέχουν από το σηµείο Ο), και αντίθετη κατεύθυνση, αφήνοντας µόνο τις x−συνιστώσες. ΄Αρα το
ηλεκτρικό πεδίο έχει µόνο x−συνιστώσα στο σηµείο Ο.

iii. (15 µ.) Η x−συνιστώσα του ηλ. πεδίου δίνεται από τη σχέση

Ex =

∫
dEx =

∫
dE sin(θ) = ke

∫
dq sin(θ)

R2
(43)

΄Οµως dq = λds = λRdθ, µε ds το απειροστά µικρό τόξο που αντιστοιχεί σε ένα τµήµα ϱάβδου που
σχηµατίζει γωνία θ µε τον άξονα y, και λ τη γραµµική πυκνότητα ϕορτίου, λ = Q/L. Οπότε

Ex = ke

∫
λRdθ sin(θ)

R2
(44)

=
keλ

R2

∫ π

0
sin(θ)dθ (45)

=
keλ

R
(− cos(θ))

]π
0

(46)

= 2ke
λ

R
= 2ke

Q
L
L
π

= 2ke
Qπ

L2
(47)
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(γʹ) (5 µ.) Αντιστάσεις: Υπάρχουν τέσσερις πιθανοί τρόποι να συνδυαστούν οι τρεις αντιστάτες µε τον τέταρτο.

i. ένας σε σειρά µε τρεις παράλληλους : συνολική αντίσταση Req = 4
3R.

ii. όλοι σε σειρά: συνολική αντίσταση Req = 4R.
iii. δυο σε σειρά µε δυο παράλληλους : Req = 5

2R.
iv. ένας σε σειρά µε τρεις, οι οποίοι είναι ένας παράλληλα µε δυο: Req = 5

3R

΄Αρα ο τεχνικός δεν µπορεί να κάνει αυτό που ισχυρίζεται.

Συνολικές µονάδες : 110
΄Αριστα : 100

Καλή Επιτυχία !


