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Ανακοινώσεις

• Παρασκευή 6/10, 4-6, ΔΙΑΛΕΞΗ

• Τρίτη 10/10, κενό

• Πέμπτη 12/10, ΦΡΟΝΤΗΣΤΗΡΙΟ #1

• Παρασκευή 13/10, ΔΙΑΛΕΞΗ
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Αντικείμενα διάλεξης

• Άτυπος ορισμός ορίων

• Ακριβής/Τυπικός ορισμός ορίων

• Κανόνες ορίων

• Πλευρικά/Ολικά όρια

• Συνέχεια συναρτήσεων
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Μέσος ρυθμός μεταβολής

Ο μέσος ρυθμός μεταβολής της 𝑦 = 𝑓(𝑥) ως προς 
𝑥 στο διάστημα 𝑥1, 𝑥2 δίνεται από

Δ𝑦

Δx
=

𝑓 𝑥2 −𝑓 𝑥1

𝑥2−𝑥1
=

𝑓 𝑥1+ℎ −𝑓 𝑥1

ℎ
, ℎ ≠ 0
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Κλίση της 
τέμνουσας 
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Κλίση καμπύλης
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Άτυπος ορισμός ορίου

• Έστω ότι η 𝑓(𝑥) ορίζεται στο ανοικτό
διάστημα εκατέρωθεν του σημείου 𝑐, εκτός
στο ίδιο το 𝑐

• Αν η 𝑓(𝑥) πλησιάζει κοντά στην τιμή 𝐿 για
κάθε 𝑥 αρκούντως κοντά στο 𝑐, λέμε ότι η
𝑓(𝑥) τείνει στο όριο 𝐿 καθώς το 𝑥 τείνει στο 𝑐
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lim
𝑥→𝑐

𝑓 𝑥 = 𝐿
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Κανόνες ορίων

Έστω 𝐿,𝑀, 𝑐, 𝑘 ∈ ℝ και

• lim
𝑥→𝑐

(𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 ) = 𝐿 +𝑀

• lim
𝑥→𝑐

(𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 ) = 𝐿 −𝑀

• lim
𝑥→𝑐

(𝑘 ∙ 𝑓 𝑥 ) = 𝑘 ∙ 𝐿

• lim
𝑥→𝑐

(𝑓 𝑥 ∙ 𝑔 𝑥 ) = 𝐿 ∙ 𝑀

• lim
𝑥→𝑐

(
𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
) =

𝐿

𝑀
, 𝑀 ≠ 0

• lim
𝑥→𝑐

[𝑓 𝑥 ]𝑛 = [𝐿]𝑛 όπου 𝑛 𝜃𝜀𝜏𝜄𝜅ό𝜍 𝛼𝜅𝛼𝜄𝜌𝜀𝜊𝜍

• lim
𝑥→𝑐

[
𝑛
𝑓 𝑥 ] =

𝑛
𝐿 = 𝐿

1

𝑛
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lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝐿 lim
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥) = 𝑀
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Περιπτώσεις

Όρια πολυωνυμικών συναρτήσεων

Αν 𝑃 𝑥 = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0
lim
𝑥→𝑐

𝑃 𝑥 = 𝑃 𝑐 = 𝑎𝑛𝑐
𝑛 +⋯+ 𝑎1𝑐 + 𝑎0

Όρια ρητών συναρτήσεων

lim
𝑥→𝑐

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝑃(𝑐)

𝑄(𝑐)
για 𝑄(𝑐) ≠ 0
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Θεώρημα «σάντουιτς»

Έστω ότι 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) για κάθε 𝑥 που ανήκει 
στο ανοικτό διάστημα που περιέχει το 𝑐 (ενδεχομένως 
εκτός του 𝑥 = 𝑐). Αν ισχύει ότι 

lim
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→𝑐

ℎ 𝑥 = 𝐿

τότε lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝐿
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Ακριβής ορισμός του ορίου

Έστω ότι η 𝑓 𝑥 ορίζεται σε κάθε σημείο ενός
ανοιχτού διαστήματος που περιέχει το 𝑐. Το όριο
της 𝑓 𝑥 καθώς το 𝑥 τείνει στο 𝑐 είναι ο αριθμός 𝐿

αν για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει αντίστοιχο 𝛿 > 0 τέτοιο
ώστε για κάθε 𝑥:

οποτεδήποτε 0 < 𝑥 − 𝑐 < 𝛿
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lim
𝑥→𝑐

𝑓 𝑥 = 𝐿

𝑓 𝑥 − 𝐿 < 𝜀
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Ακριβής ορισμός του ορίου

Έστω ότι η 𝑓 𝑥 ορίζεται σε κάθε σημείο ενός ανοιχτού 
διαστήματος που περιέχει το 𝑐. Το όριο της  𝑓 𝑥
καθώς το 𝑥 τείνει στο 𝑐 είναι ο αριθμός 𝐿

∀𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0: 0 < 𝑥 − 𝑐 < 𝛿 ⇒ 𝑓 𝑥 − 𝐿 < 𝜀
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lim
𝑥→𝑐

𝑓 𝑥 = 𝐿
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Ακριβής ορισμός του ορίου

12

Bernard Bolzano
1781-1848

Augustin-Louis Cauchy
1789 –1857
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Παράδειγμα
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Ακριβής ορισμός του ορίου
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Ακριβής ορισμός του ορίου

15



ΗΥ-110 2023

Ακριβής ορισμός του ορίου
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Παράδειγμα

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→1

(5𝑥 − 3) = 2

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→𝑐

𝑥 = 𝑐

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→𝑐

𝑘 = 𝑘
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Παράδειγμα

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→1

(5𝑥 − 3) = 2

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→𝑐

𝑥 = 𝑐

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→𝑐

𝑘 = 𝑘
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Παράδειγμα

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→1

(5𝑥 − 3) = 2

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→𝑐

𝑥 = 𝑐

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→𝑐

𝑘 = 𝑘
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Παράδειγμα

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→1

(5𝑥 − 3) = 2

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→𝑐

𝑥 = 𝑐

Να δειχθεί ότι lim
𝑥→𝑐

𝑘 = 𝑘
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Παράδειγμα

Για 𝜀 = 1, βρείτε 𝛿 > 0 το τέτοιο ώστε να ισχύει 

lim
𝑥→5

𝑥 − 1 = 2
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Εύρεση ανοχής δ

Διαδικασία εύρεσης ενός 𝛿 > 0 τέτοιου ώστε 
𝑓 𝑥 − 𝐿 < 𝜀 οποτεδήποτε 0 < 𝑥 − 𝑐 < 𝛿

1. Επιλύουμε την ανισότητα  𝑓 𝑥 − 𝐿 < 𝜀 για να 
βρούμε ένα ανοιχτό διάστημα (𝑎, 𝑏) που να 
περιέχει το 𝑐 στο οποίο η ανισότητα ισχύει ∀𝑥 ≠ 𝑐

2. Βρίσκουμε ένα 𝛿 > 0 τέτοιο ώστε το ανοιχτό 
διάστημα 𝑐 − δ, c + δ με κέντρο το 𝑐 να 
βρίσκεται εντός του (𝑎, 𝑏). 
Η ανισότητα 𝑓 𝑥 − 𝐿 < 𝜀 θα ισχύει ∀𝑥 ≠ 𝑐 εντός 
αυτού του δ-διαστήματος 
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Παράδειγμα

(α) Να βρεθεί το lim
𝑥→−3

𝑓(𝑥) = 1 − 5𝑥

(β) Να βρεθεί δ>0 για 𝜀 = 0.5 ώστε να ισχύει το όριο
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Παράδειγμα

(α) Να βρεθεί το lim
𝑥→−3

𝑓(𝑥) = 1 − 5𝑥

(γ) Να βρεθεί δ>0 για 𝜀 = 0.1 ώστε να ισχύει το όριο
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Περίπτωση με τριγωνομετρικό αριθμό

• lim
𝜃→0

sin 𝜃

𝜃
= 1 όπου 𝜃 σε ακτίνια

• Να δειχθεί ότι lim
x→0

sin 2𝑥

5𝑥
=

2

5
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Whiteboard
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