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Πρώτο Φροντιστήριο

1. ΄Εστω X(ejω) ο µετασχ. Fourier του x[n], το οποίο ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 1

Βρείτε τα παρακάτω, ΧΩΡΙΣ να υπολογίσετε ϱητά τον X(ejω).

(αʹ) X(ejω)|ω=0

(ϐʹ) X(ejω)|ω=π
(γʹ) 6 X(ejω)

(δʹ)
∫ π
−πX(ejω)dω

(εʹ) Βρείτε και σχεδιάστε το σήµα που έχει µετασχ. Fourier τον X(e−jω)

(ϛʹ) Βρείτε και σχεδιάστε το σήµα που έχει µετασχ. Fourier τον <{X(ejω)}

Λύση:

(αʹ) X(ejω)|ω=0 =
7∑

n=−3
x[n]e−jωn|ω=0 =

7∑
n=−3

x[n] = 6

(ϐʹ) X(ejω)|ω=π =

7∑
n=−3

x[n]e−jωn|ω=π =

7∑
n=−3

x[n]e−jπn =

7∑
n=−3

x[n](−1)n = 2

(γʹ) Το σήµα στο χρόνο είναι συµµετρικό ως προς n = 2. Αν ήταν συµµετρικό ως προς n = 0 (δηλ.
άρτιο), η ϕάση του ϑα ήταν µηδεν. ΄Εστω y[n] αυτό το σήµα, µε x[n] = y[n − 2]. Λόγω όµως της
µετατόπισης κατά n0 = 2 δεξιά, ο µετ. Fourier ϑα είναι X(ejω) = Y (ejω)e−j2ω, και άρα η ϕάση ϑα
είναι arg[X(ejω)] = −2ω.

(δʹ)
∫ π

−π
X(ejω)dω =

∫ π

−π
X(ejω)ejω0dω = 2πx[0] = 4π.

(εʹ) Ψάχνουµε ένα y[n] που έχει µετασχ. Fourier τον X(e−jω). Είναι

Y (ejω) = X(e−jω) =
∞∑

n=−∞
x[n]ejωn =

∞∑
n=−∞

x[−n]e−jωn =
∞∑

n=−∞
y[n]e−jωn (1)
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΄Αρα y[n] = x[−n], το οποίο ϕαίνεται στο Σχήµα 2αʹ.

(ϛʹ) ∆είξαµε προηγουµένως στο γ) ερώτηµα ότι

X(ejω) = Y (ejω)e−j2ω (2)

µε Y (ejω) το µετασχ. Fourier του σήµατος y[n], που είπαµε ότι είναι συµµετρικό ως προς n = 0.
΄Αρα

<{X(ejω)} = XR(e
jω) = Y (ejω) cos(2ω) =

1

2
Y (ejω)(ej2ω + e−2jω) (3)

Παίρνοντας αντίστροφο µετασχ. Fourier, ϑα έχουµε

F−1{<{X(ejω)}} = 1

2
y[n+ 2] +

1

2
y[n− 2] =

1

2
x[n+ 4] +

1

2
x[n] (4)

και το οποίο ϕαίνεται στο Σχήµα 2βʹ.

(αʹ) 1ε ερώτηµα (ϐʹ) 1στ ερώτηµα

Σχήµα 2: Σχήµατα ΄Ασκησης 1

2. Θεωρήστε το παρακάτω ΓΧΑ σύστηµα µε απόκριση συχνότητας

H(ejω) = e−j(ω−
π
6
)

(
1 + e−j2ω + 2e−j4ω

1 + 1
2e
−j2ω

)
, −π < ω ≤ π (5)

Βρείτε την έξοδο y[n] για κάθε n αν η είσοδος για κάθε n είναι

x[n] = cos
(πn

2

)
(6)

Λύση: Είναι

H(ejω) = e−jωej
π
6

(
1 + e−j2ω + 2e−j4ω

1 + 1
2e
−j2ω

)
. (7)

Επίσης,

x[n] = cos
(πn

2

)
=

1

2
ej

πn
2 +

1

2
e−j

πn
2 (8)

και ξέρουµε ότι συναρτήσεις της µορφής x[n] = ejω0n αποτελούν ιδιοσυναρτήσεις του συστήµατος, έτσι
ώστε y[n] = H(ejω0n)ejω0n. ΄Αρα αρκεί να υπολογίσουµε τα H(ej

π
2 ), H(e−j

π
2 ). ΄Εχουµε λοιπόν,

H(ej
π
2 ) = e−j

π
2 ej

π
6

(
1 + e−jπ + 2e−j2π

1 + 1
2e
−jπ

)
, (9)
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όπως ξέρουµε όµως e−jπ = −1 και e−j2π = 1. Εποµένως,

H(ej
π
2 ) = 4e−j

π
3 . (10)

΄Οµοια,
H(e−j

π
2 ) = 4ej

2π
3 = −4e−j

π
3 . (11)

΄Αρα ϑα είναι :

y[n] = H(ej
π
2 )

1

2
ej

πn
2 +H(e−j

π
2 )

1

2
e−j

πn
2 = 4e−j

π
3
1

2
ej

πn
2 − 4e−j

π
3 e−j

πn
2

= 2e−j
π
3 ej

πn
2 − 2e−j

π
3 e−j

πn
2 = 2e−j

π
3 (ej

πn
2 − e−j

πn
2 )

= 2e−j
π
3 2j sin

πn

2

= 4ej
π
6 sin

πn

2

(12)

3. Θεωρήστε ένα ΓΧΑ σύστηµα µε |H(ejω)| = 1 και έστω ότι το πρωτεύων όρισµα της ϕάσης, arg[H(ejω)],
είναι όπως στο Σχήµα 3. Αν η είσοδος είναι

x[n] = cos

(
5πn

2
+
π

8

)
, (13)

ϐρείτε την έξοδο y[n].

Hint: ΄Ενα ΓΧΑ µπορεί να γραφεί ως H(ejω) = |H(ejω)|ej arg[H(ejω)]

Σχήµα 3: Πρωτεύων όρισµα ϕάσης - ΄Ασκηση 3
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Λύση:

Παρατηρούµε ότι H∗(ejω) = H(e−jω), άρα ισχύει ότι η έξοδος είναι της µορφής

y[n] = |H(ejω0)| cos(ω0n+ θ + 6 H(ejω0))

΄Εχουµε |H(ejω0)| = 1 και 6 H(ejω0) = H(ej 5πn2 ) = H(ej π2 ) = −
π
2 −

1
3
π
2 = −2π

3 . ΄Αρα τελικά

y[n] = cos
(5πn

2
+
π

8
− 2π

3

)
= cos

(5πn
2
− 13π

4

)
(14)

4. Θεωρήστε το ΓΧΑ σύστηµα µε κρουστική απόκριση

h[n] =

(
j

2

)n
u[n] (15)

Βρείτε την απόκριση σταθερής κατάστασης (steady state response), yss[n], δηλ. την απόκριση y[n] για
n→∞, για είσοδο

x[n] = sin
(
πn+

π

2

)
u[n] (16)

Hint: Σχεδιάστε το sin
(
πn+ π

2

)
Λύση:

΄Εχουµε sin
(
πn+ π

2

)
= (−1)nu[n]. Εποµένως,

y[n] =
+∞∑

k=−∞
h[k]x[n− k] =

+∞∑
k=−∞

(
j

2

)k
u[k](−1)n−ku[n− k]

=

n∑
k=0

(
j

2

)k
(−1)n−k =

n∑
k=0

(
j

2

)k
(−1)n(−1)−k

=

n∑
k=0

(
j

2

)k
(−1)n(−1)k = (−1)n

n∑
k=0

(
j

2

)k
(−1)k

= (−1)n
n∑
k=0

(
−j
2

)k
= (−1)n

1− (− j
2)
n+1

1 + j
2

(17)

΄Οταν n→ +∞, (− j
2)
n+1 → 0. ΄Αρα,

yss[n] = (−1)n 1

1 + j
2

. (18)

5. ΄Ενα σήµα διακριτού χρόνου έχει µετασχ. Fourier

X(ejω) =
1− α2

(1− αe−jω)(1− αejω)
, |α| < 1 (19)
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(αʹ) Βρείτε το σήµα x[n]

(ϐʹ) Υπολογίστε το
1

2π

∫ π

−π
X(ejω) cos(2ω)dω

Λύση:

(αʹ) Πρέπει να κάνουµε Ανάλυση σε Μερικά Κλάσµατα (αλλά το πολυώνυµο του παρονοµαστη έχει
αρνητικούς και ϑετικούς εκθέτες).

X(ejω) =
1− α2

(1− αe−jω)(1− αejω)
=

1− α2

(1− αe−jω)(e−jω − α)ejω

=
1− α2

(1− αe−jω)(e−jω − α)
e−jω

.
= G(ejω)e−jω

F−1

−−−→ x[n] = g[n− 1].

(20)

Αρκεί να ϐρούµε το g[n] από το G(ejω), µε Ανάλυση σε Μερικά Κλάσµατα. Είναι

G(ejω) =
A

1− αe−jω
+

B

e−jω − α
(21)

µε

A = G(ejω)(1− αe−jω)|e−jω= 1
α
=

1− α2

1
a − α

=
1− α2

1−α2

a

= α

B = G(ejω)(e−jω − α)|e−jω=α =
1− α2

1− α2
= 1

(22)

΄Αρα,

X(ejω) =

(
α

1− αe−jω
+

1

e−jω − α

)
e−jω =

(
αe−jω

1− αe−jω
+

e−jω

e−jω − α

)
=

(
1

1− αe−jω
αe−jω +

1

1− αejω

) (23)

και γυρνώντας πίσω στο χρόνο

x[n] = ααn−1u[n− 1] + α−nu[−n] (24)
= αnu[n− 1] + α−nu[−n] (25)

= α|n| (26)

(ϐʹ) ΄Εχουµε

1

2π

∫ π

−π
X(ejω) cos(2ω)dω

=
1

2π

∫ π

−π
X(ejω)

1

2
ej2ωdω +

1

2π

∫ π

−π
X(ejω)

1

2
e−j2ωdω

=
1

2
x[2] +

1

2
x[−2] = 1

2
α2 +

1

2
α2

=α2

(27)
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6. Θεωρείστε το ΓΧΑ σύστηµα µε απόκριση συχνότητας H(ejω) και κρουστική απόκριση h[n].

(αʹ) Σας δίνονται τα παρακάτω στοιχεία :
i. Το σύστηµα είναι αντιαιτιατό
ii. H(ejω) = H∗(e−jω)

iii. Ο µετασχ. Fourier της ακολουθίας h[n− 1] είναι πραγµατικός
Από τα παραπάνω στοιχεία, δείξτε ότι το σύστηµα έχει πεπερασµένης διάρκειας κρουστική απόκριση
h[n] και συγκεκριµένα ότι η διάρκεια αυτή είναι ίση µε N = 3.

(ϐʹ) Επιπρόσθετα, σας δίνονται τα παρακάτω στοιχεία :

i.
1

2π

∫ π

−π
H(ejω)dω = 2

ii. H(ejπ) = 0

Υπάρχει αρκετή πληροφορία για να καθορίσετε µοναδικά το σύστηµα· Αν ναι, ϐρείτε την κρουστική
απόκριση h[n]. Αν όχι, εξηγήστε.

Λύση:

(αʹ) i. Αφού είναι αντι-αιτιατό, το h[n] ϑα έχει µορφή όπως στο Σχήµα 4.
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Σχήµα 4: h[n]

ii. H(ejω) = H∗(e−jω) =⇒ h[n] πραγµατικό.
iii. F{h[n − 1]} ∈ <, άρα h[n − 1] συµµετρικό ως προς y′y, δηλαδή είναι άρτιο σήµα, όπως στο

Σχήµα 5. Από τα παραπάνω έχουµε ότι αφού h[n − 1] συµµετρικό, τότε h[−2] = h[0] λόγω
συµµετρίας. Συµπεραίνουµε ότι το h[n] έχει την µορφή του Σχήµατος 6.

Σχήµα 5: h[n− 1]

΄Αρα το σήµα µας έχει διάρκεια N = 3.
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Σχήµα 6: h[n]

(ϐʹ)
1

2π

∫ π

−π
H(ejω)dω = 2⇒ 1

2π

∫ π

−π
H(ejω)ejω0dω = h[0] = 2. (28)

΄Αρα
h[−2] = h[0] = 2. (29)

Επίσης,

H(ejπ) = 0⇐⇒ h[−2]ej2π + h[−1]ejπ + h[0]ej0 = 0

⇐⇒ 2 ∗ 1 + (−1)h[−1] + 2 ∗ 1 = 0

⇐⇒ h[−1] = 4

(30)

΄Αρα τελικά το αποτέλεσµα ϕαίνεται στο Σχήµα 7.

Σχήµα 7: h[n]

7. ΄Ενα σύστηµα έχει µια πραγµατική και αιτιατή µοναδιαία απόκριση h[n].

(αʹ) ∆είξτε ότι µπορεί να υπολογιστεί το h[n] εάν γνωρίζουµε το πραγµατικό µέρος του µετ. Fourier,
H(ejω) του h[n].

(ϐʹ) ΄Εστω ότι για ένα αιτιατό σύστηµα µε πραγµατική µοναδιαία απόκριση, h[n], έχουµε:

<{H(ejω)} = 1 + cos 3ω (31)

Υπολογίστε τον µετ. Fourier του h[n].
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Λύση:

(αʹ) Είναι

Re{H(ejω)} F
−1

−−−→ hα[n] =
h[n] + h[−n]

2
(32)

Επειδή λόγω αιτιότητας, h[n] = 0, n < 0:

hα[n] =


h[−n]

2 , n < 0

h[n], n = 0
h[n]
2 , n > 0

⇒h[n] =


0, n < 0

hα[n], n = 0

2hα[n], n > 0

(33)

΄Αρα αν γνωρίζω το Re{H(ejω)} τότε γνωρίζω και το hα[n] και από την παραπάνω σχέση µπορώ να
ϐρω το h[n].

(ϐʹ) ΄Εχουµε

<{H(ejω)} = 1 +
ej3ω

2
+
e−j3ω

2
⇒

hα[n] = δ[n] +
1

2
δ[n+ 3] +

1

2
δ[n− 3]

(34)

΄Αρα έχουµε ότι :

h[n] = δ[n] + δ[n− 3]⇒ H(ejω) = 1 + e−j3ω. (35)

8. Σε ένα ΓΧΑ σύστηµα µε µοναδιαία απόκριση h[n] εµφανίζεται η είσοδος

x[n] =

(
1

4

)n
u[n] (36)

και η έξοδός του είναι

y[n] = (n+ 3)

(
1

3

)n
u[n] (37)

Να ϐρεθεί η εξίσωση διαφορών του συστήµατος.

Λύση:

X(ejω) =
1

1− 1
4e
−jω (38)

Y (ejω) =
3(1− 1

3e
−jω)

(1− 1
3e
−jω)2

+
1
3e
−jω

(1− 1
3e
−jω)2

+
3− 2

3e
−jω

(1− 1
3e
−jω)2

(39)

H(ejω) =
Y (ejω)

X(ejω)
=

(3− 2
3e
−jω)(1− 1

4e
−jω)

(1− 1
3e
−jω)2

⇒ (40)

y[n]− 2

3
y[n− 1] +

1

9
y[n− 2] = 3x[n]− 17

12
x[n− 1] +

2

12
x[n− 2] (41)


