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΄Ασκηση 1.

Για το παρακάτω σύστηµα H(z),

H(z) =
(1 + 3z−1)(1− 1

4z
−1)

(1− 3
4z

−1)(1− 4
3z

−1)
(1)

ϐρείτε ένα σύστηµα ελάχιστης ϕάσης Hmin(z) τέτοιο ώστε οι αποκρίσεις πλάτους των δυο συστηµάτων να είναι
ίσες, δηλ. |H(ejω)| = |Hmin(e

jω)|.

Λύση:
Το σύστηµα έχει δυο µηδενικά, στις ϑέσεις z = −3 και z = 1

4 , ενώ έχει δυο πόλους στις ϑέσεις z = 3
4 και

z = 4
3 . Το µηδενικό στη ϑέση z = −3 και ο πόλος στη ϑέση z = 4

3 ϑα ανήκουν σε ένα all-pass σύστηµα, το
οποίο ϑα έχει επίσης πόλο στη ϑέση z = −1/3 και µηδενικό στη ϑέση z = 3

4 , και άρα ϑα είναι

Hap(z) =
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το οποίο γράφεται ως

Hap(z) = −
9

4
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Το σύστηµα ελάχιστης ϕάσης ϑα έχει ένα µηδενικό στη ϑέση z = 1
4 , έναν πόλο στη ϑέση z = 3

4 από το αρχικό
σύστηµα, ενώ ϑα έχει και ένα µηδενικό στη ϑέση z = 1

3 και έναν πόλο στη ϑέση z = 3
4 , που πρέπει να υπάρχουν

για να ακυρώνονται οι όροι που εισήχθησαν στο all-pass. ΄Αρα

Hmin(z) =
(1− 1
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−1)(1− 1
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−1)2
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και µεταφέροντας το συντελεστή −9/4 από το all-pass, έχουµε

Hmin(z) = −
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΄Ασκηση 2.

΄Ενα αιτιατό ΓΧΑ σύστηµα έχει συνάρτηση µεταφοράς

H(z) =
(1− 1.5z−1 − z−2)(1 + 0.9z−1)

(1− z−1)(1 + j0.7z−1)(1− j0.7z−1)
(6)

(αʹ) Γράψτε την εξίσωση διαφορών που ικανοποιείται από την είσοδο και την έξοδο του συστήµατος.

(ϐʹ) Σχεδιάστε το διάγραµµα πόλων µηδενικών και ορίστε την περιοχή σύγκλισης του συστήµατος.

(γʹ) Σχεδιάστε την απόκριση πλάτους |H(ejω)|.

(δʹ) Εξηγήστε αν είναι σωστές ή λάθος οι παρακάτω δηλώσεις :
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• Το σύστηµα είναι ευσταθές.

• Η κρουστική απόκριση πλησιάζει µια σταθερά για µεγάλες τιµές του n.

• Η απόκριση πλάτους έχει µια κορυφή στη συχνότητα ω ≈ ±π/4.
• Το σύστηµα έχει ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο σύστηµα.

Λύση:

(αʹ) Το σύστηµα γράφεται ως

H(z) =
(1− 1.5z−1 − z−2)(1 + 0.9z−1)

(1− z−1)(1 + j0.7z−1)(1− j0.7z−1)
(7)

=
(1− 2z−1)(1 + 1

2z
−1)(1 + 0.9z−1)

(1− z−1)(1 + j0.7z−1)(1− j0.7z−1)
(8)

=
1− 0.6z−1 − 2.35z−2 − 0.9z−3

1− z−1 + 0.49z−2 − 0.49z−3
(9)

=
Y (z)

X(z)
(10)

Πολλαπλασιάζοντας χιαστί και κάνοντας αντίστροφο µετασχ. Ζ λαµβάνουµε

y[n]− y[n− 1] + 0.49y[n− 2]− 0.49y[n− 3] = x[n]− 0.6x[n− 1]− 2.35x[n− 2]− 0.9x[n− 3] (11)

(ϐʹ) Υπάρχουν τρεις πόλοι στις ϑέσεις z = ±j0.7 και z = 1, ενώ τρια µηδενικά υπάρχουν στις ϑέσεις z = 2,
z = −1/2 και z = −0.9. Το διάγραµµα ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: ∆ιάγραµµα πόλων-µηδενικών ΄Ασκησης 2.

Αφού το σύστηµα είναι αιτιατό, το πεδίο σύγκλισης ϑα είναι εξωστρεφές και ϑα εκτείνεται ‘‘έξω’’ του µεγα-
λύτερου πόλου κατά µέτρο, άρα

|z| > 1 (12)
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(γʹ) Η απόκριση πλάτους ϑα είναι περίπου όπως στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Απόκριση πλάτους ΄Ασκησης 2.

(δʹ) ΄Εχουµε:

• Το σύστηµα είναι ευσταθές : Λάθος, υπάρχει πόλος στη ϑέση z = 1, άρα είναι ασταθές.
• Η κρουστική απόκριση πλησιάζει µια σταθερά για µεγάλες τιµές του n: Το σύστηµα είναι ασταθές µε

πόλο στο z = 1, άρα ϑα υπάρχει κάποιος όρος Au[n] στην κρουστική απόκριση. Οπότε για µεγάλα n,
πράγµατι η κρουστική απόκριση ϑα πλησιάζει τη σταθερή τιµή A - εφ’οσον οι άλλοι (ευσταθείς) όροι
που αντιστοιχούν στους υπόλοιπους πόλους ϑα έχουν ‘‘σβήσει’’ για µεγάλα n.

• Η απόκριση πλάτους έχει µια κορυφή στη συχνότητα ω ≈ ±π/4: Λάθος, οι πόλοι ϐρίσκονται στη
συχνότητα ω = ±π/2.

• Το σύστηµα έχει ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο σύστηµα: Λάθος, γιατί στο αντίστροφο σύστηµα το
µηδενικό στη ϑέση z = 2 ϑα γίνει πόλος, κι ως εκ τούτου δεν υπάρχει πεδίο σύγκλισης που να δίνει
ευσταθές και αιτιατό ταυτόχρονα σύστηµα. ΄Αρα το αρχικό σύστηµα δεν έχει ευσταθές και αιτιατό
αντίστροφο σύστηµα.

΄Ασκηση 3.

Θεωρήστε το αιτιατό σήµα x[n] µε µετασχ. Ζ ως

X(z) =
(1− 1

2z
−1)(1− 1

4z
−1)(1− 1

5z)

(1− 1
6z)

(13)

Για ποιές τιµές του α, το σήµα αnx[n] είναι ένα σήµα πραγµατικό και ελάχιστης ϕάσης ;

Λύση:
Ο µετασχ. Ζ µπορεί να γραφεί ως

X(z) =
(1− 1

2z
−1)(1− 1

4z
−1)(1− 1

5z)

(1− 1
6z)

=
6

5

(1− 1
2z

−1)(1− 1
4z

−1)(1− 5z−1)

(1− 6z−1)
(14)

΄Οµως

αnx[n]←→ X(α−1z) =
6

5

(1− 1
2αz

−1)(1− 1
4αz

−1)(1− 5αz−1)

(1− 6αz−1)
(15)
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΄Ενα σήµα ελάχιστης ϕάσης έχει όλους τους πόλους και όλα τα µηδενικά εντός του µοναδιαίου κύκλου του.
΄Αρα πρέπει

|α/2| < 1⇒ |α| < 2 (16)
|α/4| < 1⇒ |α| < 4 (17)

|5α| < 1⇒ |α| < 1

5
(18)

|6α| < 1⇒ |α| < 1

6
(19)

Το σήµα αnx[n] είναι πραγµατικό και ελάχιστης ϕάσης µόνον αν |α| < 1
6 .


