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΄Ασκηση 1.

Να προσδιοριστεί η κρουστική απόκριση του συστήµατος που περιγράφεται από την εξίσωση
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Λύση: Στην προκειµένη περίπτωση, οι τιµές των παραµέτρων που εµφανίζονται στη γενική εξίσωση είναι
οι N = M = 2, α0 = 1, α1 = −3

5 , α2 = 2
25 , β0 = 0, β1 = 1 και β2 = 1

2 . Εξισώνοντας το δεύτερο µέλος της
εξίσωσης διαφορών του συστήµατος µε τη διακριτή κρουστική συνάρτηση δ[n], καταλήγουµε στην εξίσωση
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και στη συνέχεια επιλύουµε την οµογενή εξίσωση διαφορών
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ϑεωρώντας ξανά εκθετική λύση της µορφής hβ[n] = Aγn, η αντικατάσταση της στην οµογενή εξίσωση
διαφορών ϑα οδηγήσει στο χαρακτηριστικό πολυώνυµο
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µε ϱίζες γ1 = 2
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5 .
Η γενική λύση ϑα δίνεται από την έκφραση
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µε τις τιµές των σταθερών A1 και A2 να προσδιορίζονται και πάλι από τις αρχικές συνθήκες. Στην προκει-
µένη περίστωση, αυτές οι συνθήκες οδηγούν στο σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους
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µε λύση (A1, A2) = (2,−1) και εποµένως η συνάρτηση h[n] ϑα έχει τη µορφή
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Εποµένως, η κρουστική απόκριση του συστήµατος h[n] υπολογίζεται ως
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΄Ασκηση 2.

Να προσδιοριστεί το µέτρο και η ϕάση της συχνότικής απόκρισης του συστήµατος που περιγράφεται από
την εξίσωση διαφορών

y[n] = x[n] + 2x[n− 1] + x[n− 2]

Λύση: Από την εξίσωση ορισµού της ϕασµατικής απόκρισης, δεν είναι δύσκολο να διαπιστώσει κανείς πως
ο υπολογισµός αυτής της συνάρτησης απαιτεί την εύρεση της κρουστικής απόκρισης h[n]. Στηριζόµενοι στις
ιδιότητες της χρονικώς µετατοπισµένης κρουστικής συνάρτησης, προκύπτει αµέσως ότι

x[n] = x[n] ∗ δ[n], x[n− 1] = x[n] ∗ δ[n− 1], x[n− 2] = x[n] ∗ δ[n− 2]

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εκφράσεις στην εξίσωση διαφορών του συστήµατος :

y[n] = x[n] ∗ δ[n] + 2x[n] ∗ δ[n− 1] + x[n] ∗ δ[n− 2] = x[n] ∗ (δ[n] + 2δ[n− 1] + δ[n− 2]) = x[n] ∗ δ[n]

Κατα συνέπεια, η κρουστική απόκριση του συστήµατος ϑα δίνεται από τη σχέση

h[n] = δ[n] + 2δ[n− 1] + δ[n− 2]

ενώ η συχνοτική του απόκριση ϑα υπολογίζεται ως
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Από τον ορισµό αυτό, όµως, της διακριτής συνάρτησης ∆έλτα προκύπτει αµέσως ότι
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και η παραπάνω σχέση γράφεται
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]
Εποµένως, το µέτρο και η ϕάση της ϕασµατικής απόκρισης του συστήµατος ϑα δίνονται από τις σχέσεις∣∣H (ejω)∣∣ = 2 [cos (ω) + 1]

και
6 H

(
ejω
)
= −ω

΄Ασκηση 3.

Να προσδιοριστεί ο µετασχηµατισµός Fourier, καθώς και οι αποκρίσεις πλάτους και ϕάσης, του σήµατος
x[n] το οποίο ορίζεται ως

x[n] =

{
Α 0 ≤ n ≤ L− 1
0 στην αντίθετη περίπτωση

Λύση: Λαµβάνοντας υπόψη πως το σήµα x[n] είναι µια ακολουθία πεπερασµένου µήκους, ο Ϲητούµενος
µετασχηµατισµός Fourier υπάρχει και υπολογίζεται ως
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Η παραπάνω σχέση γράφεται

X
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]
Εποµένως, το µέτρο και η ϕάση της συνάρτησης X

(
ejω
)
υπολογίζονται ως

∣∣X (ejω)∣∣ = |A| ∣∣∣sin (ωL/2)
sin (ω/2)

∣∣∣
και

6 X
(
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)
= −ω (L− 1)

2

∆εν είναι δύσκολο να διαπιστώσουµε πως για την τιµή ω = 0 οι παραπάνω σχέσεις λαµβάνουν την απλή µορφή∣∣X (ejω)∣∣ = |A|L και 6 X
(
ejω
)
= 0. Η συνάρτηση

∣∣∣X (eejω)∣∣∣ για την A = 1 είναι γνωστή ως πυρήνας του
Dirichlet.

΄Ασκηση 5.

Να προσδιοριστεί ο µετασχηµατισµός Fourier και να σχεδιαστούν τα ϕάσµατα πλάτους και ϕάσης της
διακριτής ακολουθίας x[n] η οποία ορίζεται ως

x[n] = α|n|, |α| < 1

Λύση: Ο µετασχηµατισµός Fourier του παραπάνω διακριτού σήµατος υφίσταται, λόγω της σύνθηκης
|α| < 1 και δίνεται από τη σχέση

X
(
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)
=
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(
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όπου για την κατασκευή της τελευταίας σχέσης χρησιµοποιούµε τον ορισµό της συνάρτησης της απόλυτης
τιµής. Ανατρέχοντας στο µαθηµατικό τυπολόγιο, το πρώτο άθροισµα υπολογίζεται ως

∞∑
n=0

(
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)n
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Από την άλλη πλευρά, για τον υπολογισµό του δεύτερου αθροίσµατος προχωρούµε στην αντικατάσταση n →
m = −n. Για n = −∞ είναι m =∞, ενώ για n = −1 είναι m = 1 και το παραπάνω άθροισµα γράφεται
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Συνδυάζοντας τα παραπάνω αποτελέσµατα, ο µετασχηµατισµός Fourier του σήµατος x[n] υπολογίζεται ως

X
(
ejω
)
=

1

1− αe−jω
+

αejω

1− αejω
=

1− α2

1− 2α cosω + α2

όπως προκύπτει εύκολα µετά από απλές αλγεβρικές πράξεις, που είναι και το Ϲητούµενο αποτέλεσµα. Παρα-
τηρούµε πως, στην προκειµένη περίπτωση, η συνάρτηση X

(
ejω
)
είναι µια πραγµατική συνάρτηση.

΄Ασκηση 6.

Να προσδιοριστεί η απόκριση σε συχνότητα του ΓΧΑ συστήµατος που περιγράφεται από την εξίσωση δια-
ϕορών

y[n]− 1
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Λύση: Παρατηρούµε ότι οι χαρακτηριστικές ϱίζες είναι γ = 0.5, οπότε το σύστηµα είναι ευσταθές και
µπορούµε να υπολογίσουµε την απόκριση σε συχνότητα. ΄Εχουµε

y[n]− 1

2
y[n− 1] = x[n] + 2x[n− 1] + x[n− 2]

Y (ejω)− 1

2
e−jωY (ejω) = X(ejω) + 2e−jωX(ejω) + e−j2ωX(ejω)

H(ejω) =
Y (ejω)

X(ejω)
=

1 + 2e−jω + e−j2ω

1− 1
2e
−jω

µε την τελευταία σχέση να προκύπτει από το ϑεώρηµα της συνέλιξης.

΄Ασκηση 7.

Χρησιµοποιώντας µετασχ. Fourier, προσδιορίστε την έξοδο y[n] του συστήµατος µε κρουστική απόκριση
της µορφής

h[n] = 5
(
− 1

2

)n
u[n]

όταν στην είσοδό του ϐρεθεί το σήµα

x[n] =
(1
3

)n
u[n]

Λύση: Η άσκηση µπορεί να λυθεί µε χρήση της πράξης της συνέλιξης, αλλά εδώ ϑα δούµε κάτι διαφορετικό.
Γνωρίζουµε από το ϑεώρηµα της συνέλιξης ότι

Y (ejω) = X(ejω)H(ejω) (1)

Οι µετασχ. Fourier της εισόδου και του συστήµατος είναι
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΄Αρα
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u[n] + 2

(1
3
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όπου χρησιµοποιήσαµε τη µέθοδο ανάπτυξης σε µερικά κλάσµατα και γνωστά Ϲεύγη µετασχηµατισµών για να
ϐρούµε το y[n].


