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i

��������

� �������� ������� ��	�����, ���� �� ��� ���� ��, �	 !��"��	 ��� ��!�-

�����#� ��	 $#�. %�� ��� &���� �����#��� �����#���� 	� �����" "��	�� ��

�������� �������, 	� 	�	�� ����� ���������� ��� �� ��	 $" ��� '�!�����-

��. ���������  ���&	 � �	��" �
���	�" �� �������� �������. � ���� ��

��!������#� ��	�������� �� �� �	�!���  �	�	����#� 	$����, ���� ���*��, ����

���� �� �������#� � ��������. � �� �� !"���� ��	���	+� �	 ����������	 ��

���!������ �������� �������, ��* ���$	 �� ���!������ ���� ��, ���

$�� !� �� ����&	���	 � �$# ���� �*�	 � ��������.

����������	 �� �������� ������� ��	���	+� 	� �������	� &#�	� ���, ��	

����*, 	� �������" �����	����� ����/+ �������#� &#���.

1 �������" $��
	�" ����/+ ��� $��
*��� ���$�� ���'�!������#� $��  ���-

&	 �. �� ���������� ��!����� &����	���� � ��!� �� $+	 �"��: �	� �����	����*

4	����* ��� �� �������� �������. 1 $��&�����* ����� ��&���* ��� "&�� �����-

$� ���* &��������. � ������ $��
	�� ����/+ �������� ������� ��� �����	-

����	+ 4	����	+ � �������� ��	 *�� ��� �������� ������� $�� ������� &���� ��

"��	�� �	 	��	 , ��# � �� �����# � "��	�� ������ �	� �������������* �*�	 ��	�

�����	����* 4	����*.

%� ��	 ��	&����"�� ��!����� 	� �����" "��	�� �� �������� ������� ���

�	 �����	����	+ 4	����	+, $���$� 	� �������	� &#�	� ��� 	� �������" �����	-

����� �
’ ��* ��� �� *��� �
’ ��"�	 , � ������#����, ����	 � 
��’ ������ ������-

&��* �*�	 ��� % ���������� ���� ��, ���� ��
����	���� ��*�� ��� ���� ���!-

������ �������� ������� �.��.

'�� ��#�� �	�
� ��� �����#���� � �#� ���
���� �	 1984, ��� �	  ����	�-

��� 
	����" �	 ������	 '�!������#� �	 �����������	 7����. ;��	�� 	�

�����#��� &�����	�	��!����, ���� ����	+, ��* $��
	�	  � ��$"�
	  ��� ��-

!����� �	 , � ��� ��	 �����������	 7����. %��� ���	+�� �	�
� 	� �����#-

��� ���
����� ��� �	  ����	���� 
	����" �	 ������	 '�!������#� ��� %��-

������� �	 �����������	 7+��	 .



ii

1� �����#��� ��	"� <�� ��* �� $�$������� �	 ���������	+ ��!����	 ����-

���� ������� ��� ���
����� ��� "��� � �������"�	 ��	�*, ��� �� $�� �	�+�	 �

�	  ����	���� 
	����" ���� �����*��� ��� ��"	� �����#� ��	�&���� �� ����-

���� �������. =�� ���� 
��	$	/�� �� �� $#�	 �� "�� ����� �+������� ����-

���� ������� ��� $�� � ����������� �	���, �$������� ���������, !"���� ����-

���� �������.

1� �����#��� ����������	 � ���"� ��
�����. %�	 ��#�	, ��	���������� 
+-

���, ��
����	 �����	 �� � ��	����*, � ��� ��� �+�	�� ��� �����	�����, ��-

!# ��� ��� "��	�� �	 �#���	, � 	�	�� ������ ��������* �*�	 ��� � �"&���.

�	 $�+���	 ��� �	 ����	 ��
����	 �
���#�	���� ��	  �������	+ &#�	  ��� ��

�������" �����	����� ����/+ ���, ������	�&�, �	 �����* ����������	 ���"��

�� �������� �������. %�	 �"����	 ��
����	 $��	 �� $��
	�� �$�*���� ����-

���, �	 ��������*���	 ��� �������	 �� �������� �������, ��� ��	 �"���	

��
����	 �������� �� �&"��� ����/+ �������#� �����	������ ��� �������. �	

"��	 ��
����	 �
	�� �� �������� � �������, $���$� �� ���"�� �������#� “�/�-

�#����" �� �������	+ &#�	  ��������"�� $�������. %�	 "�$	�	 ��
����	

��������� "�� ���	 &�����	 �������	, � 	���	 ��, ��� �����#���� $��
	�� �$�*-

���" ��. �	 *�$		 ��
����	 �
���#����� �� �������	+ &#�	  �� ��������*

���*���	, ���, �"�	, �	 "���	 ��� ���� ���	 ��� �$�	���" ��� �� �$�	$���+�����

�������#� �����	������ ��� �������.

%���"����	 2001

�. ������
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1. �������������:  !����, 
"������#���,  �����

%�	 ��	���������� 
+��� � �* ��
����	 !� �������	 �� � ��	����* ��� !�

���
��!	+�� �� �����" !�����#$�� "��	�� ��� �+�&�	���'�!������#�· � ���-

����"��, !� ! ��!	+�� 	����"�� �+�	�� ��� !� 	���	 �� �� "��	�� �� �����*��-

��, �� 	��$� ��� �	 �#���	. 1� �������	� &#�	�, �	 ��	���	+� �� ���� ���

���"�� �� �������� �������, 	���	���� �� �� �	�!��� �������. �� �#����

�	 ����	 � ��������* �*�	 ��� �
���	�" ����� $+	, �	 �#�� ��� ���������#�

���!�#� R ��� �	 �#�� ��� ����$��#� ���!�#� C �� �� � ��!�� ���/�� ��*�!���

��� �	�����������*.

1.1.  !����

� �� � ��*���� ���
"����� �� ��� "��	��, � 	�	�� ������ �	�+ ��������* �*�	

��� �+�&�	�� '�!�������, ��� "��	�� �	 � �*�	 . D$# !� �������	 �� ���#

� ��	����* ��� !� 	���	 �� 	����"�� �����" "��	��, 	� 	�	�� �&����	���� ��

�+�	��.

;�� ���* ��� ������ ��*�	 �������� �	 *�	 ������ (set) ��� '�!�����-

�� $�� ����� $ �� &# �����*. ;�� ������ 	����*, �� �� �������� $�$	�"��,

����� ��*���	 �*�	 �� "�� ��	&����"�	 ���$�	 ��� ��!������#� ��	 $#�. ���

�� �������� ������� ��� �� �
���	�" �� ���	+�, � � &#, ������ ����$���-

���� � �*���, �� �� �	�!��� ��� 	�	��� ��	�	+� �� �&�������	+� �"� �+�	��.

�� ��������"�� �+�	��, $���$� �� �+�	�� �� ��������"�	 ���!	 ��	�&����,

��	�	+� !�������� �� $	!	+� ������
	��� �� ��	�&��� �	 . % ��	���	 �� ��-

��$������	 &���� �� {x1, . . . , xn}, ��� ���	�	� 
 ���* ���!�* n, �	 �+�	�	 �� ��	�-

&��� x1, . . . , xn, �� 	�	�� $�� ����� ���’ ������� $��
	������ ����/+ �	 . �	 ��*

���* 	� ������	��� �+�	�	 ����� �	 �+�	�	 ��� 
 ���#� ���!�#�, �	 	�	�	 � �-

�	���	 �� �� N,

N := {1, 2, . . . }.

1



2 1. �E17���E7��7�: %F�14�, ��D�71��%D�%, %�'���

���
"�	 �� ��*�� �	 �+�	�	 ��� 
 ���#� ���!�#� ���� �� �	 ��$"� N0,

N0 := {0, 1, 2, . . . },

�	 �+�	�	 ��� �������� ���!�#� Z,

Z := {0,±1,±2, . . . },

��� �	 �+�	�	 ��� ���#� ���!�#� Q,

Q := {p

q
: p, q ��"���	�, q �= 0}.

�	 �+�	�	 ��� ���������#� ���!�#� � ��	������� �� R, �	 �+�	�	 ��� ����$��#�

���!�#� �� C.

��	�����	��:

;��� X "�� �+�	�	. �	 x ∈ X �������� *�� �	 x ����� ��	�&��	 �	 X. ;��� P

��� �$�*����· �*�� ∃x ∈ X P (x) �������� *��  ���&�� "�� ��	�&��	 x �	 � �*�	 X

�	 	�	�	 "&�� ��� �$�*���� P. ������	�&� ∀x ∈ X P (x) �������� *�� ��!� ��	�&��	

�	 � �*�	 X, � ���# *�� �� ��	�&��� �	 X, "&	 � ��� �$�*���� P. �� �+��	-

�� ∃ ��� ∀ �"�	���� �������
���, �	 ∃ ������
�� �	�	$����� ��� �	 ∀ 
�����
��
�	�	$�����.

�� ��!� ��	�&��	 ��* � �*�	 Y ����� ��� ��	�&��	 �	 � �*�	 X, �*�� �	 Y

�"����� ��������� �	 X, � ��	����* Y ⊂ X. �� �	 Y �����  �	�+�	�	 �	 X,

Y ⊂ X, ���, ��� ��"	�,  ���&�� ���	�	 ��	�&��	 �	 X �	 $�� ������ ��	 Y, �*��

�	 Y �"����� ������ ��������� �	 X, � ��	����* Y � X.

=�����
� ��� ����"�� � ��*��� $��#��� ������, ����$������	 &���� �	 5 �∈
X �������� *�� �	 5 $�� ����� ��	�&��	 �	 X.

;��� I "�� �+�	�	 (�+�	�	 $����#�), ��� ��� ��!� i ∈ I "�� �+�	�	 Xi. �*��

	���	 �� ��� ����� ��� � �*���Xi, i ∈ I,� �	 �+�	�	 �� ��	�&��� *�� �� ��	�&���

*��� ��� Xi, $���$� � �/�

∪
i∈I

Xi := {x : ∃j ∈ I x ∈ Xj},

��� ��� ��	� ��� � �*��� Xi, i ∈ I, � �	 �+�	�	 �� ��	�&��� �� �	��� ��	�&���

*��� ��� Xi, $���$� � �/�

∩
i∈I

Xi := {x : ∀j ∈ I x ∈ Xj}.



1.1. %F�14� 3

%��� ��������� �	 �	 I ����� ��������"�	, I = {1, 2, . . . , n}, &�����	�	�	+��

����� �	  � ��	����	+

X1 ∪ X2 ∪ · · · ∪ Xn :=
n∪

i=1
Xi := ∪

i∈I
Xi,

���

X1 ∩ X2 ∩ · · · ∩ Xn :=
n∩

i=1
Xi := ∩

i∈I
Xi.

;��� �#�� $+	 �+�	��X,Y. � ������ �	 � �*�	 Y ��* �	 �+�	�	X 	�������

�

X \ Y := {x ∈ X : x �∈ Y },

��	�������� $���$� ��* *�� �� ��	�&��� �	 X �� 	�	�� $�� ����� ��	�&��� �	 Y.

�	 �+�	�	

X × Y := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y },

��� ��������	���� ������ �"����� 
�������� ����	��� �	 X ��� Y.�&�������������

�$�*���� ��� $��������"��� �� �#� ����� *�� �� (x, y) ��� (x′, y′) ����� �*�� ��� �*�	

�*�� ���, �� ��&+�� � �&�*�� x = x′ ��� y = y′. (������ 	����* �� �� �	�!���

� �*��� (x, y) := {x, {x, y}}.) ����	�� 	������� ��� �	 ���������* ���*���	 ���

� �*��� X1, X2, . . . , Xn,

X1 × X2 × · · · × Xn := {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n},

� �	 �+�	�	 ��� $��������"��� � �$��. %��� ��$��� ��������� X1 = X2 = · · · =

Xn = X, *��� $���$� *�� �� �+�	�� ����� ��� ����/+ ���, ���
	 �� ����� Xn

���� ��� X × X × · · · × X.

%����#�	 �� *�� "�� �+�	�	 �������
���� ����� ��* �� ��	�&��� �� 	�	��

����"&��, ���� ��*�� ��� "�� 	���������, $���$� "�� �+�	�	 �	 ����"&�� "��

�*�	 ��	�&��	, $�� �� ������� �� �	 ��	�&��	 �	 	�	�	 ����"&��· 
��’ ������ �	 0 ���

�	 {0} ����� $��
	������ ��������.

�"�	, �	 ���* �+�	�	, $���$� �	 �+�	�	 �	 $�� "&�� ��	�&���, �	 � ��	��-

�	 �� �� ∅.
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1.2. 
"������#���

'�� ���� ������ "��	�� ��� '�!������#�, � "��	�� �� �����*����, �����

�	 ����������	 � �� �� ��*����. H� �������	 �� �����	����� ��� !� $	+��

	����"�� ��$��*���� ������#��� �����	������.

;��� X ��� Y �+�	��. '�� ��	$�����
� f, � 	�	�� ������	�&���� �� ��!� ��	�-

&��	 x �	 X �
���� ��� ��	�&��	 �	 Y, �	 	�	�	 ��� � ��	���	 �� �� f(x), �"�����

����
����� (map) ��* �	 X ��	 Y. @���� � ��	��� ���
	 ��

f : X −→ Y,

x 
−→ f(x).

'�� �����*���� ��* �	 X ��	 Y ����� �	��*�, ��� �� �����	�	�	+��, "��  �	�+�	-

�	 �	 X × Y, �	 	�	�	 ��� ��!� x ∈ X ����"&�� "�� ��+�	 �� ��#�	 ��	�&��	 �	 x,

��� $�� ����"&�� ��+�� �� �	 �$�	 ��#�	 ��	�&��	 ��� $��
	������ $�+���� ��	�&���.

�	 f(x) �"����� ��
��� �	 x �"�� �� f. �	 X �"����� ����� ���	�� ��� �	 Y

����� ��	�� �� �����*���� f.

;��� f : X −→ Y ��� �����*���� ��� M,N  �	�+�	�� ��� X,Y, ������	�&�.

�	 �+�	�	

f(M) := {y ∈ Y : ∃x ∈ M y = f(x)},

�	 	�	�	 ����� 
 ����  �	�+�	�	 �	 Y, �������� ��
��� �	 M �"�� �� f, ��� �	

�+�	�	
−1

f (N) := {x ∈ X : f(x) ∈ N},

�"����� ��������� ��
��� �	 N �"�� �� f, ��� ����� ��	
��#  �	�+�	�	 �	 X.

��� �����	����� �� �$������� ��������" �$�*���� &�����	�	�	+�� ��$��	+

*�	 . ;��� f : X −→ Y ��� �����*����. � f �"����� ����� (����
����� ���,

surjection), �� � ���*�� �	 X �"�� �� f ����� �	 Y, $���$� f(X) = Y, 	�*�� ���

��!� y ∈ Y  ���&�� x ∈ X �	 	�	�	 � f �����	����� ��	 y, $���$� ����� �"�	�	 #���

y = f(x).

� f �"����� ����� (��� ��� ���, injection), �� ��* x, x′ ∈ X ��� f(x) = f(x′)

"����� x = x′, �� ���� �*��� �� x ��� x′ ����� $��
	������ ��	�&��� �	 X, �*�� ���

�� f(x) ��� f(x′) ����� $��
	������ ��	�&��� �	 Y.

� f �"����� �	��	�����	���� (�	�����, bijection), �� ����� � �&�*�� "���� ���

"
���, $���$� "�� ��	 "�� ��� ���.
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�� � �����*���� f : X −→ Y ����� ��
��	�	�������, �*�� ��� ��!� y ∈ Y

�	 �+�	�	
−1

f ({y}), $���$� � �������	
� ���*�� �	 � �*�	 {y}, "&�� �����#

"�� ��	�&��	, �	 	�	�	 � ��	���	 �� �� f−1(y). 7��’ � �*� �	� ��*�	 	������� ���

�����*����
f−1 : Y −→ X,

y 
−→ f−1(y),

� 	�	�� �������� ��������� �� f.

 ������� 1.1 ;��� f : X −→ Y ��� �����*���� ��� y ∈ Y. �	 �+�	�	
−1

f ({y})

"&�� "��	�� ��� ��!� f ��� �����  �	�+�	�	 �	 X. �	 f−1(y) 	������� �*�	 �� �

f ����� ��
��	�	�������, ��� ����� ��	�&��	 �	 X. @���� � ��	��� ���
	 ��

�	��" 
	�"
−1

f (y) ���� ���
−1

f ({y}).

;��� f : X −→ Y ��� g : Y −→ Z. � �����*����

g ◦ f : X −→ Z,

x 
−→ g(f(x)),

�"����� ������� ��� f ��� g.����������� *�� ��� �� 	������� � �+�!��� g◦f ������

�	 ��$�	 	����	+ �� g �� ����� �	 ��$�	 ���#� �� f. %����#�	 �� ��*�� *�� ��$�	

	����	+ �� g ◦ f ����� �	 ��$�	 	����	+ �� f, ��# ��$�	 ���#� �� ����� �	 ��$�	

���#� �� g.

 ������	��� 1.1

1. � �����*���� idX ,
idX : X −→ X,

x 
−→ x,

�"����� �������
� �����*���� �	 X, � ��������� ��	 X.

2. ��� �����*���� f : [0, 2] −→ R, f(x) := 1, �� x ���*, ��� f(x) := 0, �� x �����	,

$�� ��	�	+�� �� ��� ��������	 �� ���
���.

3. � ��	$�����
�
[0, 1] −→ [−1, 1],

x 
−→ ±√
x,

$�� ����� �����*����, �����, $�$	�"�	 ��* x �= 0, �	 ±√
x $�� 	������� �	�	����-

���.
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����!���, � ��	$�����
�

[0, 1] −→ [0, 1],

x 
−→ √
x,

����� �����*����, ��� ������� ����� � �������	
� �� �����	�����

[0, 1] −→ [0, 1],

x 
−→ x2.

H���	+�� ��� �����*���� f : X −→ Y ��� "��  �	�+�	�	 M �	 X. � �����*-

����

g : M −→ Y,

x 
−→ f(x),

�"����� ������	�� �� f ��	 M ��� � ��	������� �� f |M . 1� �����	����� f

��� g $��
"�	 � �*�	 � ��	 �	 ��$�	 	����	+ ���, ���� �	 	���	���� ��� 	� $+	

������	 � �� �$�� ���".

;��� g : M −→ Y, M ⊂ X, ��� f : X −→ Y $+	 �����	�����. �� ��� ��!�

x ∈ M ��&+�� f(x) = g(x), �*�� � f �"����� ���
���� �� g.

1.3.  �����

1 *�	 ��	� "&�� !�����#$� ������� ��� �	� 	����* ��* �������	+ &#�	 .

���� 	���	 �� �	 �#��, �����	 �� ��� "��	�� �� �	����.

!��	�� 1.1'�� �	��� (group) ����� "�� ��+�	 (G, ·) ��	���	+���	 ��* "�� �� ���*

�+�	�	 G ��� ��� ���/� · ��	 G, $���$� ��� �����*����

· : G × G −→ G,

(a, b) 
−→ a · b,

�� �� �/� �$�*���� (�/�#���� 	��$�):

(O1) (a · b) · c = a · (b · c) ��� ��!� a, b, c ∈ G (��	�����������* �*�	).

(O2) F���&�� "�� ��	�&��	 e ∈ G (������� ��	�&��	 �	 G), �"�	�	 #���

(O2a) e · a = a ��� ��!� a ∈ G,

(O2b) ��� ��!� a ∈ G  ���&�� a′ ∈ G (��������� �	 a), �"�	�	 #��� �� ��&+��

a′ · a = e.
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'�� 	��$� (G, ·) �"����� �������� (��	 ����� �	 $�����	 �	����	+ ��!���-

���	+ Niels Henrik Abel), �� ��� ��!� a, b ∈ G ��&+��

a · b = b · a (��������!����* �*�	).

�� �� ��� 	��$� (G, ·) � ���/� · ����� ��	
��� � ��� �������, �*�� ���
	 ��

���	+����� G ���� ��� (G, ·), ��� ab ���� ��� a · b.

H� $	+�� �#�� �����" ���" �$�*���� 	��$��. % �������"��, !� $	+�� *��

�� �	 a′ ����� �������	
	 �	 a, �*�� ��� �	 a ����� �������	
	 �	 a′, *�� �	 ����-

���	
	 ��* ��	�&��	 	������� �	�	�������, *��  ���&�� �����# "�� 	 $"���	

��	�&��	, ��� *�� ��� �	 	 $"���	 ��	�&��	 ���* �	 ea = a ��&+�� ��� ae = a ���

��!� ��	�&��	 a �� 	��$�.

�$��� 1.1 "��� G 	�� �	���. #��� ��$����:

1. %� a′ ∈ G ����� ��������� ����$��� ��� a, ���� ��$��� 
�� aa′ = e.

2. &�� ��� ������� ����$��� e ∈ G ��$��� ae = a ��� 
��� a ∈ G.

3. '��$�� �
���� ��� ������� ����$��� e ∈ G.

4. &�� 
��� a ∈ G ���$�� �
���� ��� ��������� ����$��� a′ ∈ G, �� ����� ��	����-

���	� 	� a−1.

%�������.

1. ;��� a′′ "�� �������	
	 �	 a′ (�	 	�	�	  ���&�� �+�
��� �� ��� (O2b)). �*��


 ���� !� ��&+�� a′′a′ = e, ��� ��	�"��

aa′ = e(aa′) = (a′′a′)(aa′) = a′′(a′(aa′))

= a′′((a′a)a′) = a′′(ea′) = a′′a′ = e,

*�	 � ��#�� ��� � ��	���� ���� ��*���� ��&+	 � �*�� �� (O2a), � $�+���� ���

� ���� ���� �*�� �� a′′a′ = e, � ����� ��� � �"����� �*�� �� (O1), ���, �"�	, �

�"���� �*�� �	 ���	�*�	 *�� a′a = e.

2. ;&	 ��

ae = a(a′a) = (aa′)a = ea = a,

*�	 � ��#�� ��*���� ��&+�� �*�� �	 ���	�*�	 *�� a′a = e, � $�+���� �*�� ��

(O1), � ����� ��� � �"����� �*�� �	 1. �	 	�	�	 �*�� ��	$��/���, ���, �"�	, �

���� ���� �*�� �� (O2a).
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3. ;��� e, e′ ∈ G $+	 	 $"���� ��	�&���. �*�� "&	 ��

e′ = ee′ = e′e = e,

*�	 � ��#�� ��*���� ��&+�� ����$� �	 e ����� 	 $"���	 ��	�&��	, � $�+���� ��	-

�+���� &�����	�	�#��� �	 ���	�* *�� �	 e �����, �+�
��� �� ��� ��#�� �&"��,

�������	
	 �	 e′ ��� ��	�	+�� �� &�����	�	���	 �� �	 1. �	 ��	$��/��� ��	�-

�	 �"��, ��� � ���� ���� ��*���� ��&+�� ����$� �	 e′ ����� 	 $"���	 ��	�&��	.

4. ;��� a′, a′′ ∈ G �������	
� �	 a. �*�� !� "&	 ��

a′′ = a′′e = a′′(aa′) = (a′′a)a′ = ea′ = a′,

*�	 � ��#�� ��*���� ��&+�� �*�� �	 2. �	 ��	$��/��� ��	��	 �"��, � $�+����

�*�� �� aa′ = e, � ����� �*�� �� (O1), � ��	���� ���� �*�� �� a′′a = e, ���,

�"�	, � ���� ���� �*�� �� (O2a).

%�� � �"&��� !� $	+�� *�� �	 (O2) ��	� 	����* ��� 	��$� ����� ��	$+���	 ��

�	 ���	�* *�� �/��#��� ��� � �������"�� �	�
� "&	 � ����� ��� �+��. ��*��

!� $	+�� *�� � �" 	� �+��� ����� �	��$��".

�$��� 1.2 "��� G ��� 	� 
��� ������, G �= ∅, 
�� · 	�� ���� ��� G. #��� �� (G, ·)
����� �	���, �� 
�� 	��� �� ��$��� �� (O1) 
�� ��� 
��� a, b ∈ G �� ���������

(1.1) xa = b, ay = b,

�$��� ������ x, y ∈ G. *�� ����� �� ���� ��� �������� �� ������ x, y ����� 	�����	����

���	����.

%�������. H�  �	!"�	 �� ���’ ��&�� *�� �	 (G, ·) ����� 	��$� ��� !� ��	$��/	 ��

*�� 	� �/��#��� (1.1) "&	 � ��� �����# �+��. ����������, �� x := ba−1 ��� y =

a−1b "&	 ��

xa = (ba−1)a = b(a−1a) = be = b,

���

ay = a(a−1b) = (aa−1)b = eb = b,

��	�"�� ��!� ��� ��* �� �/��#��� �� "&�� �	 ��&���	� ��� �+��. ;��� �#��

��� x′, y′ ∈ G �+���, $���$� x′a = b, ay′ = b. H� ��	$��/	 �� *�� x = x′ ���

y = y′. ���������� "&	 ��

x′ = x′e = x′(aa−1) = (x′a)a−1 = ba−1 = x,
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���

y′ = ey′ = (a−1a)y′ = a−1(ay′) = a−1b = y.

��	&��	+�� �#�� ��	 �������	
	· !�  �	!"�	 �� *�� 	� �/��#��� (1.1) "&	 �

�+��� ��� ��!� a, b ∈ G ��� !� ��	$��/	 �� *�� �	 (G, ·) ����� 	��$�. ;��� a "��

��	�&��	 �	 G. �*��, �+�
��� �� ���  �*!��� ��,  ���&�� "�� ��	�&��	 e �	 

G �"�	�	 #��� ea = a (� �+�� �� �/����� xa = a). D�� ��"	�, ��� ��!� b ∈ G

 ���&�� y ∈ G �"�	�	 #��� ay = b. ;��� � �������	 �� *��

eb = e(ay) = (ea)y = ay = b,

	�*�� �	 e ����� 	 $"���	 ��	�&��	, $���$� ��&+�� � (O2a). D����, �
	+ � �/�����

xa = e "&�� �+��, "��� a′,  ���&�� �	 �������	
	 ��	�&��	 �	 a, ��� ��!� a ∈ G.

% ���# ��&+�� ��� � (O2b). % �	���� � �* �� �"�� *�� �	 (G, ·) ����� 	��$�.

=��	 �� �#�� 	����"�� ����$������� 	��$��. 1� ��	$��/�� ����� ���" ���

�
��	���� � �������.

 ������	��� 1.2

1. �	 (Z, +), *�	 �	 + � ��	����� ��� ��*�!���, ����� �������� 	��$�. 1 $"-

���	 ��	�&��	 ����� �	 ��$"�, “�������	
	” �	 ������	 n ����� 	 −n. D����

�� (Q, +), (R, +) ����� �������" 	��$�, ��# �	 (N, +) $�� ����� 	��$�, �
	+ $��

����	�	��� ��� (O2).

2. ;��� Q� := Q \ {0}, R� := R \ {0}, Q+ := {x ∈ Q : x > 0}, R+ := {x ∈ R : x > 0}.

�� ��+�� (Q�, ·), (Q+, ·), (R�, ·), ��� (R+, ·) �� �	� � ��!� �	�����������* �����

�������" 	��$�.

�� ��+�� (Z�, ·), (N, ·), �� Z� := Z \ {0}, $�� ����� 	��$�.

��	&��	+�� �#�� ��	� 	����* �	 ��	����. %�	� 	����* �	 �#���	 &�����*-

����� $+	 ���/�� (��# ���� 	��$� ���	+�� ���), ��� ���� �/�#����, �� $+	 ��#��

���
"�	���� �� ��!� ��� ���/� /�&������, ��# �	 ����	 ��� ��� $+	 ���/��.

!��	�� 1.2;�� ��	� (field) ����� ��� ����$� (K, +, ·) ��	���	+���� ��* "�� �+�	�	

K ��� $+	 ���/�� + ��� · ��	 K, $���$� $+	 �����	�����

+ : K × K −→ K,

(a, b) 
−→ a + b,
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���
· : K × K −→ K,

(a, b) 
−→ a · b,

�� �� �/� �$�*���� (�/�#���� �#���	):

(%1) �	 (K, +) ����� �������� 	��$�.

(�	 	 $"���	 ��	�&��	 �	 � ��	���	 �� �� 0, �	 �������	
	 ��* ��	�&��	 a ∈
K � ��	 ��� ���/� + �� −a, ��� !� �	 ��	���	+�� ��� � �"&��� �������� �	 a.)

(%2) �	 (K�, ·), �� K� := K \ {0}, ����� �������� 	��$�.

(�	 	 $"���	 ��	�&��	 �	 � ��	���	 �� �� 1, �	 �������	
	 ��* ��	�&��	 a ∈
K � ��	 ��� ���/� · �� a−1.)

(%3) ��� a, b, c ∈ K ���	+�� �� ��&+	 �

a(b + c) = (ab) + (ac)

���

(a + b)c = (ac) + (bc)

(�����������	� �*�	�).

%����#�	 �� *��, *�� $������#��� ����� ��"��, �� ��&+�� "�� ��* �	  ���-

��������	+ �*�	 , �*�� ��&+�� ��� 	 ���	.

��� �� ���	 ���+�	 �� �	 � ��	����* ��	
�+�	��� �� �	��" �����!"���,

� �
��	+�� *�� 	 �	�����������* � �$"�� ��& �*���� ��* ��� ��*�!���. ;���

	� �����������	� �*�	� ���
	���� ��� �	�
�

a(b + c) = ab + ac, (a + b)c = ac + bc.

D���� ���
	 �� a − b ���� ��� a + (−b), ��� a
b
���� ��� ab−1.

H� $	+�� �#�� �����" ���" �$�*���� �������. % �������"�� !� $	+�� *��

�	 ���*���	 $+	 ��	�&���� ��* �#���	 ��$��������, �� ��� �*�	 �� �	 ��&���	�

"�� ��* �	  �����	��� ����� ��$"�, ��� ��*�� *�� a(−b) = (−a)b = −ab.

�$��� 1.3 &�� ��� ������������	� �� ��� ��	� K ��$����:

1. &�� 
��� a ∈ K �$��	� 0 · a = a · 0 = 0, ������ �� ����	��� ��� 	������ 	� 
���

����$��� ����� 	����.

2. %� a, b ∈ K 
�� ab = 0, ���� ���� a = 0 ���� b = 0.
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3. &�� a, b ∈ K ��$��� a(−b) = (−a)b = −(ab).

%�������.

1. 7��’ ��&�� "&	 ��

0 · a = (0 + 0) · a = 0 · a + 0 · a,

��� �� ���� �	 4���� 1.2 � �������	 �� *�� 0 · a = 0. �	 a · 0 = 0 ��	$����+����

����	�� ("����� *�� ��� ��* �	 �$� ��	$��&!"�, ����$� � 	��$� ����� ��������.)

2. ��  �	!"�	 �� *�� a �= 0 ��� b �= 0, �*�� �+�
��� �� �	 (%2) � �������	 �� *��

!� ��&+�� ��� ab �= 0, ��	�	.

3. ;&	 ��

ab + a(−b) = a(b + (−b)) = a(b − b) = a · 0 = 0,

��� � �������	 �� *�� a(−b) = −(ab). ������	�&�

ab + (−a)b = (a + (−a))b = 0 · b = 0,

��	�"�� (−a)b = −(ab).

 ������	��� 1.3

�� (Q, +, ·), (R, +, ·) ��� (C, +, ·) �� �� � ��!�� ���/�� ��*�!��� ��� �	������-

�����* ����� �#����. �	 (Z, +, ·) $�� ����� �#��, �
	+ �	 (Z�, ·) $�� ����� 	��$�.

1.4. 
#�$#���

1.1. ��	�$�	����� �	 �+�	�	 �� ��	�&��� �� �+��� �� �/����� x2 − 5x + 6 = 0.

1.2. ;��� X "�� �+�	�	. ��	�$�	����� �	 ���������* ���*���	 X × ∅.

1.3. ����� $��  ���&�� �	 “�+�	�	” *��� ��� � �*���; [�� � ��	���	 �� � �* �	

“�+�	�	” ��X, ��� �� Y �	  �	�+�	�* �	 , �	 	�	�	 ��	�������� ��* *�� �� �+�	��

�	 $�� ����"&	 � �	� �� �* �	  � ��	�&��	, $��/�� *�� ��&+�� � �&�*�� Y ∈ Y

��� Y �∈ Y.]

1.4. H���	+�� �� ��������, $���$� �����*���� �� ���������" ���", f : R −→
R, x 
→ x2. �	�	 ����� �	 ��$�	 	����	+ ��, �	 ��$�	 ���#� ��, ��� �	�� � ���*��

��, $���$� � ���*�� �	 R �"�� �� f ;

1.5. ;��� Q� := Q \ {0}, R� := R \ {0}, Q+ := {x ∈ Q : x > 0}, R+ := {x ∈
R : x > 0}. ��	$��/�� *�� �� ��+�� (Q�, ·), (Q+, ·), (R�, ·), ��� (R+, ·) �� �	� � ��!�
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�	�����������* ����� �������" 	��$�, ��# �� ��+�� (Z�, ·), (N, ·), ��Z� := Z\{0},

$�� ����� 	��$�.

1.6. ��	$��/�� *�� �� (Q, +, ·), (R, +, ·) ��� (C, +, ·) �� �� � ��!�� ���/�� ��*�!�-
�� ��� �	�����������* ����� �#����, ��# �	 (Z, +, ·) $�� ����� �#��.
1.7. ;��� (K, +, ·) "�� �#��. ��	$��/�� *�� �	 �+�	�	 K ����"&�� �	 ��&���	� $+	

��	�&���.



2. ��������� %����

%� � �* �	 ��
����	 !� �������	 �� ��� ������ "��	�� �� �������� ����-

���, ��� "��	�� �	 ��		�
�� $���, !� $	+�� �����" ���" �$�*���� �������#�

&#���, !� �������	 �� 	����"�� !�����#$�� "��	�� �� �������	+ &#�	 , ��

"��	�� �� �������� �/������, �� ���� ��� �� $�������, ��!# ��� ��� "�-

�	�� �	  �	&#�	 ��* �������	+ &#�	 ��� �	 �!�	�����	 �������#� &#���.

H� ������	 �� ����� 	����"�� �����" �$�*���� �������#� &#��� ��� !� $#-

�	 �� ������ ����$������� �������#� &#���.

1� �������	� &#�	� ����	 � ��!	������* �*�	 �����*���� ��� '�!�������, �

&���� �	  $�� ����	������� ���� ���"�� ��*�	 �*�	 ��� �������� �������.

2.1. � &����� ��' ��������! ����'

%� � �� ��� ��*���� !� 	���	 �� ��� "��	�� �	 �������	+ &#�	 ��� �	  �	-

&#�	 ��* �������	+ &#�	 , !� $	+�� 	����"�� ����$������� �������#� &#���

��� !� ������	 �� �����" �����" �$�*���� �������#� &#���.

!��	�� 2.1 ;��� K "�� �#��. ;�� K−��		�
�� $���, � ��		�
�� $��� ����
��� K, ����� ��� ����$� (X,+, ·) ��	���	+���� ��* "�� �+�	�	 X, ��� ���/� + ��	

X (��*�!���)

+ : X × X −→ X,

(x, y) 
−→ x + y,

��� ��� ���/� · (�	�����������* �� ��	�&��� �	 K)

· : K × X −→ X,

(λ, x) 
−→ λ · x,

�� �� �/� �$�*���� (�/�#���� �������	+ &#�	 ):

(�@1) �	 (X,+) ����� �������� 	��$�.

(�	 	 $"���	 ��	�&��	 0 �"����� 	�����
� $��� ���.)

13
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(�@2) ��� x, y ∈ X ��� λ, µ ∈ K ��&+	 �

(a) (λ + µ) · x = (λ · x) + (µ · x)

(b) λ · (x + y) = (λ · x) + (λ · y)

(c) (λµ) · x = λ · (µ · x)

(d) 1 · x = x.

% �#� �� �� �	 �������* &#�	 &�����	�	������ ��� 	 *�	 ������	���
�� $���

(linear space, vector space). D
���	+�� ��� ��	�	&� �	 �����#��� ��� &���� �	 

�$�	 � ��*�	 , �	 0, �*�	 ��� �	 	 $"���	 ��	�&��	 �	 �#���	 K, *�	 ��� ���

�	 ��$����* $��� ��� �	 X, ��!# ��� �	 � ��*�	 + ��� ��� ��*�!��� �*�	 ��	

K *�	 ��� ��	� X. � �������� "&�� $��/�� *�� ����� �*�	 �/������ ����� ��� ��

��	������� ��!� �+�& �� �	 ��$�&	�"�� ��	����� � �* 	 � ��	����* ��	 

�� �/	������"�	  �����#���.

�� 	� ���/�� + ��� · ����� ��	
���� � ��� �������, �*�� � &�� ���
	 ��

X ���� ��� (X,+, ·). D���� ���� ��� λ · x, �� λ ∈ K, x ∈ X, � ��!� ���
	 �� λx.

��� �� ��	
�+�	 �� �� �	��" �����!"���, � �
��	+�� *�� 	 �	���������-

��* ��* ��	�&��	 �	 K �� "�� ��	�&��	 �	 X � �$"�� ��& �*���� ��* ���

��*�!��� ��	 X, $���$� ��#�� ���	���� �"�	�	� �	�����������	� ��� "�	���� 	�

��	�!"��� ��	�&���� �	 �������	+ &#�	 , �	 λx + y �������� (λx) + y.

%�� �
���	�" 	� �������	� &#�	� 	���	���� �&�$*� ����� ���� ���� ��	 �#��

��� ���������#� ���!�#� R ���� ��	 �#�� ��� ����$��#� ���!�#� C. ��� �	 �*�	

� �*� ��� ����$� �� ��	���"����� ��	�	+� �	�+ �+�	�� �� ������ !	+�, �� � �"

�� �����#��� !� ��&	��!	+�� �*�	 �� ���������	+ �������	+ &#�	  ($���$�

�"�	�	  #��� K = R) ���� �� ����$��	+ �������	+ &#�	  (K = C). L��� ���

� �"&��� !� ������ ��� �������	+ &#�	 , !� ���		+�� ���������	+ �������	+

&#�	 · ���� ��������� �	 &�����	�	�	+�� ����$��	+ �������	+ &#�	  !� �	

�	���	 �� #��� �� ��!������� ��
".

 ������� 2.1 �� ��	�&��� ��* �������	+ &#�	 �"�	���� ������	��� � ��	���

�	 �������	+ &#�	 . D/ 	����	+, �	��*�, "�� $��� ��� ����� "�� ��	�&��	 ��*

$��� ������	+ &#�	 .
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 ������	��� 2.1

1. ;��� n "�� 
 ���* ���!�*. �	 �������* ����$����� ��� "��� �������* &#�	

����� 	 &#�	 Rn ��� $��������"��� � �$�� ���������#� ���!�#�, ��	� 	�	�	 �

��*�!��� ��� 	 �	�����������* �� ���������	+ ���!�	+ 	���	���� � �/�

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn)

���

λ(x1, . . . , xn) := (λx1, . . . , λxn).

%����#�	 �� *�� �� ��	�&��� �	 Rn !� �� ���
	 �� ���� � �����" ���� �

�����, ����	�� �� �	 �� ��!� 
	�� $�� �	�+��� �	 � ��	����*.

2. ;��� a ��� b $+	 ���������	� ���!�	� �"�	�	� #��� a < b. % ��	���	 �� ��

C[a, b] �	 �+�	�	 �	� � ��&#� � ���������, �	 	���	���� ��	 $������� [a, b] ���

�����	 � ���������" ���", C[a, b] := {x : [a, b] −→ R / x � ��&�}. (�	 C ��

� �*� �	 � ��	����* ��	"�&���� ��* �	� ������	�&	 ������* *�	 “continuous” �	 

�������� “� ��&�”.) '� �� ���/��

x, y ∈ C[a, b] (x + y)(s) := x(s) + y(s), s ∈ [a, b],

���

λ ∈ R x ∈ C[a, b] (λx)(s) := λx(s), s ∈ [a, b],

	 C[a, b] ����� �������* &#�	. ;��� ��� � ��&� � ������� �� "�� $������� [a, b]

����� ��� $��� ���, � ��	�&��	 �	 �������	+ &#�	 C[a, b]! =���$�, $���+�����

$�� ����� �*�	 � �� �	 ��!���	 �� ��� $� ���	��!��� �����$� ��.

%�	 ��*���	 4���� !� $	+�� *�� �	 ���*���	 ��* ���������	+ ���!�	+ �� "��

$��� ��� ��$��������, �� ��� �*�	 �� 	 ���������* ���!�* � �	 $��� ��� (� ��-


*����) ����� ��$"�. D���� !� $	+�� *�� �	 (−1)x ����� ����!��	 �	 x.

�$��� 2.1 "��� (X,+, ·) ���� ���	���
�� ��		�
�� $���. #��� ��$����:
1. #� ����	��� ���� ���	���
�� ���	�� 	� ��� ������	� ����� �� 	�����
� ������	�, ��


�� 	��� �� ���� � ���	�� ����� 	���� ���� �� ������	� ����� �� 	�����
�, ������

(i)
∀x ∈ X 0 · x = 0

∀λ ∈ R λ · 0 = 0
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��, ���������,

(ii) (∀λ ∈ R, x ∈ X, λx = 0) =⇒ (λ = 0 � x = 0).

2. #� ����	��� ��� ���	�� −1 	� ��� ������	� x ����� �� �������� ��� x, ������ �� −x,

∀x ∈ X (−1)x = −x.

%�������.

1. (i) ;��� x ∈ X. �*�� !� "&	 �� �
’ ��* 0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x + 0 · x, $���$�

0 · x = 0 · x + 0 · x,

��� �
’ ��"�	 

0 · x = 0 + 0 · x.

��* �� $+	 � �" �&"��� ��	�+����, �+�
��� �� �	 4���� 1.2, 0 ·x = 0, ����$� �	

(X,+) ����� 	��$�.

�����# ����	�� "&	 �� λ · 0 = λ · (0 + 0) = λ · 0 + λ · 0 ��� λ · 0 = 0 + λ · 0, ���
	$��	+����� ��	 � ��"����� λ · 0 = 0.

(ii) �������	
� �#��,  �	!"�	��� *�� λ �= 0 ��� λ · x = 0, "&	 �� x = 1 · x =

(λ−1λ)x = λ−1(λx) = λ−1 · 0 = 0.

2. �#�� "&	 ��

x + (−1)x = 1 · x + (−1)x = (1 + (−1))x = (1 − 1)x = 0 · x = 0,

	�*��, �+�
��� �� �	 4���� 1.2, ��&+�� (−1)x = −x.

� ��*���� ������ "��	�� �	 !"�	 �� �� �������	 �� ����� � �� �	 ���$���.

!��	�� 2.2;��� (X,+, ·) "�� �������* &#�	 ��� Y "�� �� ���*  �	�+�	�	 �	 

X, Y ⊂ X. �	 Y �"����� ���$��� �	 X, �� ��&+	 �:

(Y@1) �	 Y ����� ������* � ��	 ��� ��*�!���, $���$� �� ��	�!"�	 �� $+	

��	�&��� �	 �����	 �� /��� ��	�&��	 �	 ,

∀x, y ∈ Y x + y ∈ Y.

(Y@2) �	 Y ����� ������* � ��	 �	� �	�����������* �� ���������	+ ���!-

�	+, $���$�, �� �	����������	 �� "��� ���������* ���!�* �� "�� ��	�&��	 �	 

Y, �����	 �� /��� ��	�&��	 �	 Y,

∀λ ∈ R ∀x ∈ Y λx ∈ Y.
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R ����, �� 	 �������* &#�	 "&�� 	���!�� ���� �� "�� �#�� K, �*�� �	 �*�	

��� ���������#� ���!�#� ��	� ��	��	+���	 	����* ����	 � �� ��	�&��� �	 K.

�$��� 2.2 "��� (X,+, ·) ���� ��		�
�� $��� 
�� Y ���� ���$��� ��� X. #��� �

(Y, +, ·), 	� ������ ���� ������	��� ��� ������ ����X �� ����$��� ��� Y, ����� ��	-

	�
�� $���.

%�������. �	 �/���� (�@2) ��&+�� ��	
��# ��	� Y, �
	+ ��&+�� ��	� X. 1 ����-

����!����* ��� 	 ��	�����������* �*�	 ��&+	 � ��	� Y, �
	+ ��&+	 � ��	� X.

�
	+ �	 Y ����� �� ���*, "&�� "�� ��	�&��	 y ∈ Y. D�	�"�� �	 ��$����* $��� ���,

0 = 0 · y, ������ �*�� �	 (F@2) ��	 Y. ;��� �#�� y ∈ Y. ���� �*�� �	 (F@2)

"&	 �� −y = (−1)y ∈ Y. %����#�	 �� *�� �� � �� ��� ��*$��/� &�����	�	������

�	 4���� 2.1.

=��	 �� �#�� 	����"�� ����$�������  �	&#���. 1� ��	$��/�� ����� �+�	��

��� ��������	����. % �������� ��	  
	����" �� ���
�	+� �� ���������� 	  �*-

&��	 ��	 $�+���	 ����$�����, ��� �� $#�	 � � �������"�� ����$������� ��� ���

����� ���������, *��� 	 �������* &#�	 ����� 
��’ ������ 	 R2.

 ������	��� 2.2

1. ;��� X "�� �������* &#�	 ��� 0 �	 ��$����* $��� ��� �	 X. �	 Y = {0}
����� 	 	�����
��  �*&��	 �	 X.

2. ;��� λ ∈ R "�� ���!��* ���������* ���!�*. �	 �+�	�	 {(x, y) ∈ R2 : y =

λx} ����� "��  �*&��	 �	 R2.

3. ;��� Y1, Y2 $+	  �*&��	� �	 X. � �	�� �	  Y1 ∩ Y2 ����� �����  �*&��	 �	 

X, ��# ����!��� � "���� �	  Y1 ∪ Y2 $�� ����� ������  �*&��	 �	 X.

D+�	�� ��	��� ����� �� $#��� ����$�������  �	� �*��� �������#� &#��� ��

	�	�� "&	 � ��� �$�*���� (YX1) ���� *&� ��� (YX2), � �������	
�, � ���# $��

�����  �*&��	� ��* &#�	 X, ��. ������ 2.2.

2.2. �������$ �(����#�, �#�, )��#��#�

%�	�* �� �� � �� ��� ��*���� ����� � �������� �	 *�	 ��������, ��* �"-

��	 ��� �	 “�"��!	” ��* �������	+ &#�	 . ���� ��	�"�	 �� �� �������	 ��
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� �� ��� "��	��, !� �����	 �� ��� �������� �/������ � ���/������� $��� ���-

���, !� ������	 �� $��
	�� � �!��� ��� � �", ��� !� �������	 �� ��� "��	��

�� ���� ��* �������	+ &#�	 .

!��	�� 2.2;��� X "�� �������* &#�	, x1, . . . , xm ∈ X ��� λ1, . . . , λm ∈ R. '��

"�
���� �� �	�
�

λ1x1 + · · · + λmxm (=
m∑

i=1

λixi)

�"����� ��		�
�� �������	�� ��� $��� ������ x1, . . . , xm.

!��	�� 2.3 ;��� X "�� �������* &#�	 ��� x1, . . . , xm ∈ X.

i. �� $���+����� x1, . . . , xm �"�	���� ��		�
� �����	���, ��  ���&�� �� �������"-

�	 �������* � �$ ���* �	  �	 ����� ��$"�, $���$� ��  ���&	 � ���������	�

���!�	� λ1, . . . , λm, �� ��� 	�	��� �	 ��&���	� "�� $�� ����� ��$"�, �"�	�	� #���

�� ��&+��

λ1x1 + · · · + λmxm = 0.

ii. �� $���+����� x1, . . . , xm �"�	���� ��		�
� ���������, �� $�� ����� ��������

�/�����"��, $���$� �� � ��*���� λ1x1 + · · · + λmxm = 0 ��&+�� �*�	 ��� λ1 = · · · =

λm = 0, �

λ1x1 + · · · + λmxm = 0 =⇒ λ1 = · · · = λm = 0.

=��	 �� �#�� "��� �+�	�	 ��� &�����	 $� &����������* �������� �/������.

�����#� 2.1 #� ������	��� x1, . . . , xm ����� ��		�
� �����	���, �� 
�� 	��� �� �����-

$����� ��� ��� ���� 	���� �� ����� �� ��		�
�� �������	�� ��� ���������.

%�������. F�	!"�	 �� ���’ ��&�� *�� �� x1, . . . , xm ����� �������� �/�����"��. �*-

�� !�  ���&�� �� ��$����* ��	�&��	 (λ1, . . . , λm) ∈ Rm �"�	�	 #���

(2.1) λ1x1 + · · · + λmxm = 0.

D�	�"��  ���&�� j ∈ {1, . . . ,m} �"�	�	 #��� λj �= 0. ���
	 �� ��� (2.1) ��� �	�
�

λjxj = −
m∑

i=1
i�=j

λixi
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��� �	����������	 �� � �� �� �&"�� �� 1/λj ��� �� 	$���!	+�� ����

xj = −
m∑

i=1
i�=j

λi

λj
xi,

���� 	�	�� 
 ���� �	 xj ��
������� � �������* � �$ ���* ���  �	�	���� $��-

� ������.

�������	
� �#��, ��  �	!"�	 �� *��, ��� ���	�	 j ∈ {1, . . . ,m}, �	 xj ���
����

� �������* � �$ ���* ���  �	�	���� $��� ������, !� "&	 ��

xj = −
m∑

i=1
i�=j

µixi,

	�*�� �� µj := 1 ������	 �� �� �&"��

µ1x1 + · · · + µmxm = 0,

�+�
��� �� ��� 	�	��, �*�� �	 *�� µj �= 0, �� x1, . . . , xm ����� �������� �/�����"-

��.

 ���$�! �� ���	�� $���+����� x1, . . . , xm ����� �������� �/�����"��, � �* $��

�������� ���’ ������� *�� ��!"�� ��* � �� ��	��� �� ���
�� � �������* � �-

$ ���* ���  �	�	����. %�	� R2, ����$������	 &����, �� $���+����� x1, x2, x3 ��

x1 = (1, 0), x2 = (2, 0) ��� x3 = (0, 1) ����� �������� �/�����"��, �	 x3 *�� $��

��	��� �� ���
�� � �������* � �$ ���* ��� x1 ��� x2.

 ������	��� 2.3

1. �� $���+����� x, y, 2x + y 	�	�	 $��	�� ���������	+ �������	+ &#�	 X �����

�������� �/�����"��, �
	+

2x + y + (−1)(2x + y) = 0.

2. �$������	 �*�	 ��� � �"&��� !� ���/	 � �� $���+����� �	 Rn, �� 	�	�� "&	 �

*�� �� � ����#�� �	  ��� �� �	 ��$"�, ���� ��� � 	�	�� ��	+��� �� �� �	��$�.

��� j ∈ {1, . . . , n}, � ��	���	 �� �� ej �	 $��� ��� �	 Rn �	 	�	�	 � � ����#��

��� !"�� j ����� �	��$� ��� *�� 	�  �*�	��� ����� ��$"�, ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

��� � �	��$� ����� ��� !"�� j.
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�� $���+����� e1, . . . , en ∈ Rn ����� �������� ���/������. ���������� � �&"��

λ1e1 + · · · + λnen = 0

���
���� ��	$+���� ��� �	�
�

(λ1, . . . , λn) = 0 ∈ Rn,

� 	�	�� 
 ���� �� $���� ��"�� λ1 = · · · = λn = 0.

��� �� ���<	 �� �� � ����#�� ��* $���+����	 ej �	�<*����, �������	 ��

"�� �+��	�	 �	 	�	�	 ����� &�����	 �����*���� ��� '�!������� ��� �"����� ��	-

���� ��� Kronecker � ����� ��� Kronecker. ��� $+	 � &*��� ������	  i ��� j �	 δij

��	+��� �� �� �	��$� �� i = j ��� �� ��$"� $��
	������, $���$�

δij =

{
1, �� i = j,

0, �� i �= j.

'� � �*� �	 � ��	����* ��	�	+�� �� ���<	 �� �	 $��� ��� ej ∈ Rn ��� �	�
�

ej = (δ1j, . . . , δnj).

3. ��� "��� 
 ���* ���!�* n, � ��	���	 �� �� Pn �	 �+�	�	 ��� �	� ��+��� ���

��������� ��!�	+ �	 �	�+ n,

Pn := {p : R −→ R / p �	� #� �	 ��!�	+ �	 �	�+ n}.

��* �	 !�����#$� !�#���� �� ������� ������	 �� *�� "�� �	� #� �	 ��!�	+

n "&�� �����# n ����, 	� 	�	�� ����� ������ ����$��" ��� ���� ���!���� �����-

�	 ��  �’ *<�� ��� ��� �	�����*���� ��� ���#�.

H� $	+�� �#�� *�� �� �	� #� �� pi, pi(t) := ti, i = 0, . . . ,m, �� m ≤ n, �����

�������� ���/������ ��	� Pn. ����������, ���’ ��&�� �*�� �	 *�� m ≤ n "&	 ��

pi ∈ Pn, i = 0, . . . ,m. �� �#��  �	!"�	 �� *�� "�� �������* � �$ ���* q ��� pi,

q = λ1p1 + · · ·+λmpm, ����� ��$"�, q = 0, �*�� � �������	 �� *�� λ1 = · · · = λm = 0.

��� �� �	 $	+�� � �*,  �	!"�	 �� ��	 �	 ���*� *�� ���	�	 λi ����� $��
	�	 �	 

��$��*, 	�*�� �	 q !� "&��, �+�
��� �� �	 !�����#$� !�#���� �� �������, �	

�	�+ m ����, ��	�	 �
	+ q = 0, $���$� q(t) = 0 ��� ��!� t ∈ R, 	�*�� �	 q "&��

������ ����.
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!��	�� 2.4;��� X "�� �������* &#�	. 4"�� *�� �� $���+����� x1, . . . , xm ∈ X

������� �	 &#�	 < x1, . . . , xm > ��

< x1, . . . , xm >:= {x ∈ X : x =
m∑

i=1

λixi, λi ∈ R},

	 	�	�	 �"���� ��	�����  �*&��	 �	 X.

H� $	+�� �#�� "��� ��*�� &�����	 &����������* �������� ���/�������.

�����#� 2.2 "��� X ���� ��		�
�� $��� 
�� x1, . . . , xm ������	��� ��� X. #��� ��

�
������ ����� �������	�:

i. #� x1, . . . , xm ����� ��		�
� ���������.

ii. +��� x ∈< x1, . . . , xm > 	���� �� ����� 
��� ���� 
�� 	��� ���� �� ��		�
��

�������	�� ��� x1, . . . , xm.

%�������. F�	!"�	 �� ���’ ��&�� *�� ��&+�� �	 i. ��� !� ��	$��/	 �� *�� ��&+��

��� �	 ii. �� $�� ��&+�� �	 ii., �*�� ���	�	 x ∈< x1, . . . , xm > !� ��	��� �� ���
��

���� $+	 �	 ��&���	� ��*�	  � �������* � �$ ���* ��� x1, . . . , xm, 	�*�� !�

"&	 ��

(2.2) x =
m∑

i=1

λixi =
m∑

i=1

µixi

�� (λ1, . . . , λm) �= (µ1, . . . , µm). ��* �� (2.2) *�� "�����

m∑
i=1

(λi − µi)xi = 0,

��� �*�� �� �������� ���/������� ��� x1, . . . , xm 	$��	+����� ��	 � ��"�����

λi − µi = 0, i = 0, . . . ,m, $���$� (λ1, . . . , λm) = (µ1, . . . , µm), ��	�	. D�	�"�� �	 ii.

��&+��.

�������	
� �#��  �	!"�	 �� *�� ��&+�� �	 ii. ��� !� ��	$��/	 �� *�� ��&+�� ���

�	 i. 7��’ ��&�� �"���� "&	 ��

0 · x1 + · · · + 0 · xm = 0.

��  �	!"�	 �� ��	 �	 ���*� *�� �� x1, . . . , xm ����� �������� �/�����"��, 	�*��

!�  ���&�� (λ1, . . . , λm) �= 0 ∈ Rm �"�	�	 #���

λ1x1 + · · · + λmxm = 0,
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$���$� �	 ��$����* $��� ��� ��	��� �� ���
�� ���� $+	 ��*�	  � �������*

� �$ ���* ��� x1, . . . , xm, �	 	�	�	 ����� �+�
��� �� �	 ii. ��	�	. ��� ��&+�� ���

�	 i.

�$������� ������� "&	 � �������� ���/������ $���+����� �� 	�	�� �����	 �

"��� �������* &#�	. 7�!� �"�	�	 �+�	�	 $��� ������ ��	����� ��� ���� �	 &#-

�	 .

!��	�� 2.5;�� �+�	�	 {x1, . . . , xm} $��� ������ ��* �������	+ &#�	 X �"�����

���� �	 , �� ��&+	 �:

(B1) X =< x1, . . . , xm >

���

(B2) (B2) �� x1, . . . , xm ����� �������� ���/������.

H� $#�	 �� �#�� 	����"�� ����$������� ������ �������#� &#���. H� &��-

���	�	���	 �� �	 � ��	����* �	 ���������� ��� ����$������� 2.3.

 ������	��� 2.4

1. �	 �+�	�	 {e1, . . . , en} ��	����� ���� �	 Rn. ���������� "&	 �� �$� $�� *�� ��

e1, . . . , en ����� �������� ���/������. D����, ��!� a = (a1, . . . , an) ∈ Rn ���
����,

*�� $������#��� ����� ��"��, ��� �	�
�

a = a1e1 + · · · + anen.

%�	� Rn  ���&	 � �	��" �����. � �� �	 ���
"����� �$# "&�� �$������� �������

��� �������� 
�����
� ���� �	 Rn.

2. �	 �+�	�	 {p0, . . . , pn} ��	����� ���� �	 Pn. ����������, �� �������� ���/��-

����� ��� p0, . . . , pn ��� "&	 �� �$� $��/��, ��� ��� ��"	� ��!� �	� #� �	 p ��!�	+

�	 �	�+ n, p ∈ Pn,

p(t) =
n∑

i=0

ait
i

���
���� ��� �	�
�

p =
n∑

i=0

aipi.
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=��	 �� ��� � �"&��� 	����"�	  &����������	+ ��� �� ��	����� "�� �+�	�	

���� ��* &#�	 .

�����#� 2.3 "��� X ���� 	� 	�����
�� ��		�
�� $���, X �= {0}, 
�� x1, . . . , xm

������	��� ��� X. #��� �� �
������ ����� �������	�:

i. {x1, . . . , xm} ����� ���� ��� X.

ii. #� x1, . . . , xm ������� ��� X, ���, �� ��������	� ��� ��� ����, ��� ���	����� ���

������� ��� X, ������ < x1, . . . , xm >= X 
�� ��� 
��� j ∈ {1, . . . ,m} ��$���

< x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xm > �= X.

iii. #� x1, . . . , xm ����� ��		�
� ��������� 
�� �� ��	��������	� �� ���� ��� �����-

������ ���� ����$��� ��� X ��
������ ��		�
� �����	��� ������	���, ������ ���

����������� ��������� {y1, . . . , yn} ���X �� ����� ����� ������ ��������� ��� {x1, . . . ,

xm}, �� y1, . . . , yn ����� ��		�
� �����	���.

iv. #� x1, . . . , xm ������� ���X, 
�� 
��� x ∈ X 	���� �� ����� 
��� ���� 	��� ����

�� ��		�
�� �������	�� ��� x1, . . . , xm.

%�������. H� ��	$��/	 �� *�� �	 ii. "����� ��* �	 i., �	 iii. "����� ��* �	 ii., �	 iv.

"����� ��* �	 iii., ��� �	 i. "����� ��* �	 iv. � �* ��	$����+�� ��� ��	$ ����� �	 

!"�	 ��, ����� ��	�	 !#��� � ����� ��	&�� ��	�	+�� ��* 	�	�	$��	�� ��* � ��

�� 	$���!	+�� �� 	�	�	$��	�� ���	.

F�	!"�	 �� ���’ ��&�� *�� ��&+�� �	 i. ��� !� ��	$��/	 �� *�� ��&+�� ��� �	 ii.

F�	!"�	 �� ��	 �	 ���*� *�� �	 ii. $�� ��&+�� ��� ��	�* �� ����� �� 	$���!	+��

�� ��	�	. R ����, �� $�� ��&+�� �	 ii., !�  ���&�� j ∈ {1, . . . ,m} �"�	�	 #���

< x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xm >= X.

�#�� �	 xj � ��	�&��	 �	 X !� ���
���� � �������* � �$ ���* ��� x1, . . . ,

xj−1, xj+1, . . . , xm, $���$�

xj = −
m∑

i=1
i�=j

λixi.

� �* *�� �������� *�� �� $���+����� x1, . . . , xm ����� �������� �/�����"��, ���

�	 {x1, . . . , xm} $�� ����� ���� �	 X, �	 	�	�	 ���������� ��	 i. �	  �	!"���� *��

��&+��, ��� "��� 	$���!����� �� ��	�	.
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F�	!"�	 �� �#�� *�� ��&+�� �	 ii. ��� !� ��	$��/	 �� *�� ��&+�� ��� �	 iii. ��#-

�� !� ��	$��/	 �� *�� �� x1, . . . , xm ����� �������� ���/������. �� m = 1, � �*

����� ��	
��", �
	+, �*�� �	 *�� X �= {0}, !� "&	 �� x1 �= 0. ;��� �	��*� *��

m ≥ 2. �� �� x1, . . . , xm ����� �������� �/�����"��, !�  ���&��, �+�
��� �� ���

��*���� 2.1, "�� j ∈ {1, . . . ,m} �"�	�	 #��� �	 xj �� ����� �������* � �$ ���*

��� x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xm, 	�*�� !� ��& � ���

< x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xm >=< x1, . . . , xm >= X,

��	�	.

;��� �#�� yj �∈ {x1, . . . , xm}. D���$� �� x1, . . . , xm �����	 � �	� X, !�  ���&	 �

���������	� ���!�	� λ1, . . . , λm �"�	�	� #���

yj =
m∑

i=1

λixi.

D�	�"�� �� $���+����� x1, . . . , xm, yj ����� �������� �/�����"��, 	�*�� ��� ��

y1, . . . , yn ����� �������� �/�����"��, �
	+ {x1, . . . , xm, yj} ⊂ {y1, . . . , yn}.

%�� � �"&���  �	!"�	 �� *�� ��&+�� �	 iii. ��� !� ��	$��/	 �� *�� ��&+�� ���

�	 iv. ;��� Y 	 &#�	 �	� 	�	�	� �����	 � �� x1, . . . , xm, Y :=< x1, . . . , xm > .

��#�� !� ��	$��/	 �� *�� X = Y. ��	
��# ��&+�� Y ⊂ X. ��� �� 	$���!	+��

��	 � ��"����� �� ����� � ���# �� ��	$��/	 �� *�� X ⊂ Y. ;��� �	��*� x ∈
X, x �= 0. �� x ∈ {x1, . . . , xm} �*�� !� ��&+�� 
 ���� ��� x ∈ Y. �� x �∈ {x1, . . . , xm},

�*�� �� $���+����� x1, . . . , xm, x !� ����� �������� �/�����"��, !� ��&+�� $���$�

(2.3) λx +
m∑

i=1

λixi = 0, (λ, λ1, . . . , λm) �= 0.

�� �#�� λ = 0, �*�� � (2.3) $����
m∑

i=1

λixi = 0, (λ1, . . . , λm) �= 0,

$���$� *�� �� x1, . . . , xm ����� �������� �/�����"��, ��	�	. D�	�"�� λ �= 0, ���

�+�
��� �� �� (2.3) !� ��&+��

x =
m∑

i=1

(−λi

λ
)xi,

$���$� x ∈ Y. ��� X = Y.
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D�� ��"	�, �+�
��� �� ��� ��*���� 2.2, ��!� x ∈ X ���
���� ���� "��� �	

�	�+ ��*�	 � �������* � �$ ���* ��� $��� ������ x1, . . . , xm, �
	+ � �� �����

�������� ���/������. ����, �
	+ �� x1, . . . , xm �����	 � �	� X, ��!� x ∈ X ���-


���� � �������* � �$ ���* �	 . % ������������, ��!� x ∈ X ���
���� ����

"��� �����# ��*�	 � �������* � �$ ���* ��� $��� ������ x1, . . . , xm.

�"�	, �+�
��� �� ��� ��*���� 2.2, �	 i. "����� ��* �	 iv., ��� ���’ � �*� �	�

��*�	 	�	����#����� 	 �+��	.

� ��� ���� � �"���� �	 ��	��	 �"�	 H�������	, !� $	+�� �#�� *�� ��*

"�� �+�	�	 $��� ������ �	 �����	 � "��� &#�	 ��	�	+�� �� ����"/	 �� 	��-

��"�� �	 ��	���	+� ���� �	 .

����#�� 2.1 "��� X ���� 	� 	�����
�� ��		�
�� $���, X �= {0}, 
�� x1, . . . , xm

∈ X ������	��� ��� ������� �� $�� X. #��� ���$�� ��� ��������� {i1, . . . , in} ���
{1, . . . ,m} ������ ���� �� ������ {xi1, . . . , xin} �� ����� ���� ��� X.

%�������. �� �� x1, . . . , xm ∈ X ����� �������� ���/������, �*�� �	 {x1, . . . , xm}
��	����� ���� �	 X.

�� �� x1, . . . , xm ∈ X ����� �������� �/�����"��, �*�� �	 ��&���	� "�� �/ � -

�#� ���
���� � �������* � �$ ���* ���  �	�	����. @��� ����	����* �� ��-

���*���� ��	�	+�� �� $�&!	+�� *�� �	 xm ����� �������* � �$ ���* ��� x1, . . . ,

xm−1, ����� � �* ���� �&������ ����� �� ������ �� ���!����. �*�� �� x1, . . . , xm−1

!� �����	 � 
 ���� �	� X, < x1, . . . , xm−1 >= X. D����������	 �� �#�� ��� �$��

$��$������. � �* ��	��� �� �������
!�� �	 �	�+ m − 1 
	�", �����  �	!"���� *��

	 X ����� �� ��$����* �������* &#�	, 	�*�� �� ���	�	 ���$�	 !� 	$���!	+��

�� �������� ���/������ $���+����� xi1, . . . , xin �� 	�	�� �����*�!��� !� �����	 �

�	� X, 	�*�� �	 �+�	�	 {xi1, . . . , xin} !� ����� ���� �	 X.

� ������ "��	�� �	 !"�	 �� �� �������	 �� ��� � �"&��� ����� � �� �� ���-

������ ��* �������	+ &#�	 , � 	�	�� ��	����� "�� �"��	 �	 “���"!	 ” ��*

&#�	 . � $������� ����� �	 ���!	 ��� ��	�&���� ��� ���� �	 &#�	 , ��� ��

��	��� *�� �� 	���!�� ��"��� �� ��	$��/	 �� ��#�� *�� *�� 	� ����� ��* ����-

���	+ &#�	 "&	 � �	 �$�	 ���!	 ��	�&����.
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H� ��	&����	 �� �� ���� ������. �� ��#�� $+	 !� �� $#�	 � ��	����������

��	���"�����, �� 	�	�� �� � ��&��� !� �� 	$����	 � �+�	�� ��	 ���! ���* ��	-

�"����� *�� �������� *�� 	� ����� ��* �������	+ &#�	 "&	 � �	 �$�	 ���!	

��	�&����.

%+�
��� �� �	 ��#�	 ��	���������* ��	�"�����, /����#��� ��* ��� ���� ���

������!���#��� "�� ��	�&��	 �� �� "��� �������* � �$ ���* ��� ��	�&���� ��

���� ��	� 	�	�	� �	 ��&��* ��	�&��	 �� ���� � ����
"��� 	 ��������, �� "�-

�	�� �	 ������� ��
� ��* 4���� �	 ��	�	 !��, 	$��	+����� ���� �� ���� �	 

&#�	 ��. %�	 $�+���	 ��	���������* ��	�"����� !� $	+�� *�� ��	�	+�� �� ����-

��������	 �� ������*���� ��	�&��� ��� ���� �� ��������� ���� ��	�&��� ���

�� /������	 �� ����. � �* �	 ���� ���	 ��	�"����� ��	����� �	 	 �������* ��-

�� ���� ��	���!��� ��, ����� � �"���� �	 ����� ���� �	 ���	�* *�� 	� �����

"&	 � �	 �$�	 ���!	 ��	�&����.

�$��� 2.3 "��� X ���� ��		�
�� $��� 
�� {x1, . . . , xm} 	�� ���� ��� X. "��� y ∈
X,

(2.4) y = λ1x1 + · · · + λmxm.

%� λj �= 0 ���� �������� (2.4), ��� 
����� j ∈ {1, . . . ,m}, ���� 
�� �� ������ ��� ��-


����� ��� �� ���� ����
���������� �� xj 	� �� y, ������ �� {x1, . . . , xj−1, y, xj+1, . . . , xm},

�������� ���� ���� ��� X.

%�������. @��� ����� �� �����*���� ��	�	+�� �� $�&!	+�� *�� j = 1, ����� � �*

���� �&������ ����� �� ������ �� ���!����. =�&*����� �	��*� *�� λ1 �= 0, ���

!"�	 �� �� ��	$��/	 �� *�� �	 �+�	�	 {y, x2, . . . , xm} ��	����� ���� �	 X. 7��’

��&�� � (2.4) $���� �#��

(2.5) x1 =
1

λ1
y +

m∑
i=2

(−λi

λ1
)xi.

;��� x ∈ X. �*�� 
 ���� �	 x ���
���� � �������* � �$ ���* ��� x1, . . . ,

xm,

(2.6) x = µ1x1 + · · · + µmxm.
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@�����	�	�#��� ��� (2.5) ���� (2.6) ������	 ��

(2.7) x =
µ1

λ1

y +
m∑

i=2

(µi − µ1
λi

λ1

)xi,

��� � �������	 �� *�� �� $���+����� y, x2, . . . , xm �����	 � �	� X, < y, x2, . . . ,

xm >= X.

��	�"��� �#�� �� ��	$��/	 �� �� �������� ���/������� ��� y, x2, . . . , xm.;���

*��

(2.8) αy + α2x2 + · · · + αmxm = 0.

@�����	�	�#��� ��� (2.4) ���� (2.8) ������	 ��

(2.9) αλ1x1 +
m∑

i=2

(αλi + αi)xi = 0.

4*�� �� �������� ���/������� ��� x1, . . . , xm, � (2.9) $���� αλ1 = 0 ��� αλi +

αi = 0, i = 2, . . . ,m. 4�����	���  �’ *<�� ���  �*!��� �� λ1 �= 0, � �������	 -

�� ��"�� *�� α = 0, αi = 0, i = 2, . . . ,m, $���$� �� y, x2, . . . , xm ����� ��������

�������� ���/������.

��	�	 !�� �	 $�+���	 ��� 	 �������* ��	���������* ��	�"�����.

*������ 2.1 "��� {x1, . . . , xn} 	�� ���� ���� ��		�
�� $��� X, 
�� y1, . . . , ym ∈
X ��		�
� ��������� ������	���. #��� ��$��� m ≤ n, 
�� ���$��� j1, . . . , jm ∈
{1, . . . , n} ������ ���� ����
���������� ��� ���� �� xj1 	� �� y1, 
�� ���� 
��’ ����, 
��

�� xjm 	� �� ym, ��
����� ���� 	�� ���� ���X.%��������� 
�������� ��� ���	���, ��

$��������, ���� ���� j1 = 1, . . . , jm = m, ������	� �� ���� {y1, . . . , ym, xm+1, . . . , xn}
��� X.

%�������. � ��*$��/� !� $	!�� ��������� � ��	 m. ��� m = 1 �	 ��	�"�����

��	$��&!��� ��	 4���� 2.3. F�	!"�	 �� ��� � �"&��� *�� �	 ��	�"����� ��&+��

��� m − 1 ��� !� ��	$��/	 �� *�� ��&+�� ��� ��� m. �� $���+����� y1, . . . , ym−1 �����

�������� ���/������, �+�
��� �� ���  �*!���, ��� �� ��������� ���!���� ���

$��� ������ x1, . . . , xn �	 �+�	�	 {y1, . . . , ym−1, xm, . . . , xn} ��	����� ���� �	 X,

��� 
 ���� ��&+�� m − 1 ≤ n.

�� �#�� ��& � m − 1 = n, �*�� �	 �+�	�	 {y1, . . . , ym−1} !� ���� ���� �	 X,

���, �+�
��� �� ��� ��*���� 2.3 iii., �� $���+����� y1, . . . , ym !� ���� ��������



28 2. �E�''�71� @�E1�

�/�����"��. � �* *�� ���������� ����  �*!��� ��, ��� ����� ��	�	, 	�*�� m −
1 < n, � ���# m ≤ n.

�
	+ �#�� < y1, . . . , ym−1, xm, . . . , xn >= X,  ���&	 � ���������	� ���!�	� λ1,

. . . , λn �"�	�	� #���

(2.10) ym = λ1y1 + · · · + λm−1ym−1 + λmxm + · · · + λnxn.

%�� (2.10) $�� ��	��� �� ��&+�� λm = · · · = λn = 0, �
	+ �� y1, . . . , ym ����� ��������

���/������. '� ��������� ���!���� ��� xm, . . . , xn ��	�	+�� �� ����+&	 �� λm �=
0. %+�
��� �� �	 4���� 2.3 ��	�	+�� �#�� �� ������������	 �� �	 xm �� �	 ym

��� �	 {y1, . . . , ym, xm+1, . . . , xn} �� ��	����� ���� �	 X, ���	�* �	 	�	����#���

��� ��*$��/�.

D������ �#�� "�	��	� �� ��	$��/	 �� *�� $+	 ����� ��* �������	+ &#�	 

"&	 � �	 �$�	 ���!	 ��	�&����.

����#�� 2.2 "��� {x1, . . . , xn} 
�� {y1, . . . , ym} ��� ������ ���� ��		�
�� $��� X.

#��� ��$���m = n.

%�������. �
	+ �	 �+�	�	 {x1, . . . , xn} ����� ���� �	 X ��� �� y1, . . . , ym ∈ X

����� �������� ���/������, �+�
��� �� �	 H�#���� 2.1 !� ��&+�� m ≤ n. �����#

������	�&� !� ��&+�� ��� n ≤ m, 	�*�� m = n.

%+�
��� �� �	 H�#���� 2.1 ��� �	 �*����� 2.2, ����� ��	
��" *��, �� �� "���

�������* &#�	 X  ���&�� ��� ���� {x1, . . . , xn}, �*�� *�� 	� ����� �	 X "&	 �

n ��	�&���, ��� ��	� X $��  ���&	 � n + 1 �������� ���/������ $���+�����. '�

���� � �� �� ��	���"����� ��	�	+�� �#�� �� �������	 �� ��� "��	�� �� $�����-

��.

!��	�� 2.6 ;��� X "�� �������* &#�	. �*�� �	 dim X,

dim X :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, �� X = {0}
n, ��  ���&�� ��� ���� �	 X �� n ��	�&���,

∞, �� ��� ��!� m ∈ N  ���&	 � m

�������� ���/������ $���+����� �	 X,
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�"����� �������� (dimension) �	 �������	+ &#�	 X. %��� ��������� �	 � $��-

����� ��* �������	+ &#�	 ����� ��$"� � "�� 
 ���* ���!�*, �"�� *�� 	 &#�	

����� ������	���� $�������, $��
	������ 	 &#�	 �"����� ��������������.

L�� ��$��� ��� ����$������� 2.4, ��� n ∈ N, �	 �+�	�	 {e1, . . . , en} ��	�����

���� �	 Rn. D�	�"�� � $������� �	 Rn ����� n, dim Rn = n.

����� � �"���� �	 H�������	 2.1 ����� ��� �	 ��*���	 ��	�"�����.

*������ 2.2 "��� X ���� ��		�
�� $��� ������	���� ���������. %� y1, . . . , ym ∈
X ����� ��		�
� ��������� ������	���, ���� ���$�� ���� ��� X � ����� ����$�� ��

y1, . . . , ym.

� �+�	�� ��*$��/� �	 ��	�"�	 ��	���"����	 �
������ � ������, ��. ���

������ 2.7.

�$��� 2.4 "��� X ���� ��		�
�� $��� ��������� n. #��� ��$����:

1. %� y1, . . . , yn ∈ X ����� ��		�
� ��������� ������	���, ���� {y1, . . . , yn} ����� ����
��� X.

2. "��� Y ���� ���$��� ��� X. #���:

i. dim Y ≤ dim X.

ii. %� dim Y = dim X, ���� Y = X.

 ���$�! %� ��������� �����	$������	 &#�	 X, �	 ii. ��	 $�+���	 �"�	 �	 

4�����	 2.4 $�� ��&+��. =���$�  ���&	 � �����	�  �*&��	� Y �	 X �"�	�	�

#��� dim Y = dim X = ∞.

2.3. +-���#�� ��� �'-! �-���#�� ��������� ���/�

%� � �� ��� ��*���� !� �������	 �� �� "��	�� �	 �����	���� ��� �	 ������

�����	����, ��� !� $	+�� 	����"�� �&"��� ����/+ ��� $��������� ��� ������	�-

&�� �������#� &#���.

!��	�� 2.7;���X "�� �������* &#�	, ��� Y, Z  �*&��	� �	 X.1&#�	 Y +Z,

Y + Z := {x ∈ X : x = y + z �� y ∈ Y ��� z ∈ Z},

�"����� �����	� ��� Y ��� Z. 1 Y + Z ����� ��	
��#  �*&��	 �	 X.
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 ���$�! �	 �!�	���� $+	 �������#� &#��� $�� ��"��� �� � �&"���� �� ��� "����

Y ∪ Z. �	 Y ∪ Z $�� ����� ������ �������* &#�	, ��. ������ 2.3.

L�	� �
	�� �� $������� �	 �!�	�����	 �������#� &#���, "&	 �� �	 �/�

��	�"�����:

�����#� 2.4"���X ���� ��		�
�� $��� ������	���� ���������, 
�� Y, Z ���$���

��� X. #��� ��$���

dim (Y + Z) = dim Y + dim Z − dim (Y ∩ Z).

%�������. ;��� *�� �� �+�	�� Y ��� Z "&	 � �� ��$����� �	��, Y ∩ Z �= {0},

��� "��� {x1, . . . , xn} ��� ���� �	 Y ∩ Z. %+�
��� �� �	 H�#���� 2.1  ���&	 �

y1, . . . , y� ∈ Y ��� z1, . . . , zm ∈ Z �"�	�� #��� �� �+�	�� {x1, . . . , xn, y1, . . . , y�} ���

{x1, . . . , xn, z1, . . . , zm} �� ��	���	+� ����� ��� Y ��� Z, ������	�&�.

����� �#�� �� ��	$��/	 �� *�� �	 �+�	�	

{x1, . . . , xn, y1, . . . , y�, z1, . . . , zm}

��	����� ���� �	 Y + Z, ����� �*�� !� "&	 �� ��	
��#

dim (Y + Z) = n + � + m = (� + n) + (m + n) − n = dim Y + dim Z − dim (Y ∩ Z).

��#�� !� ��	$��/	 �� *��

Y + Z ⊂< x1, . . . , xn, y1, . . . , y�, z1, . . . , zm > .

;��� �	��*� "�� x ∈ Y + Z. �*�� �	 x !� ���
���� ��� �	�
� x = y + z, �� y ∈ Y

��� z ∈ Z, 	�*�� ��

y = λ1x1 + · · · + λnxn + µ1y1 + · · · + µ�y�

���

z = λ′
1x1 + · · · + λ′

nxn + µ′
1z1 + · · · + µ′

mzm,

!� "&	 ��

x = (λ1 + λ′
1)x1 + · · · + (λn + λ′

n)xn + µ1y1 + · · · + µ�y� + µ′
1z1 + · · · + µ′

mzm,

��	�"�� x ∈< x1, . . . , xn, y1, . . . , y�, z1, . . . , zm > .
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'"��� �#�� �� ��	$��/	 �� *�� �� x1, . . . , xn, y1, . . . , y�, z1, . . . , zm ����� ��������

���/������. ;��� �	��*� *��

λ1x1 + · · · + λnxn + µ1y1 + · · · + µ�y� + µ′
1z1 + · · · + µ′

mzm = 0.

H"�	���

(2.11) y := λ1x1 + · · · + λnxn + µ1y1 + · · · + µ�y�,

� ��	��	+���� �&"�� �� $����

(2.12) y = −(µ′
1z1 + · · · + µ′

mzm).

1� (2.11) ��� (2.12) $��	 � y ∈ Y ��� y ∈ Z, ������	�&�, 	�*�� 
 ���� y ∈ Y ∩ Z.

% ���#  ���&	 � ���������	� ���!�	� λ′
1, . . . , λ

′
n �"�	�	� #���

(2.13) y = λ′
1x1 + · · · + λ′

nxn.

4*�� �� �������� ���/������� ��� x1, . . . , xn, y1, . . . , y�, �	 y ���
����, �+�
�-

�� �� ��� ��*���� 2.2., ���� �	��$��* ��*�	 � �������* � �$ ���* �	 , ���

��	�"�� 	� (2.11) ��� (2.13) $��	 �

(2.14) λi = λ′
i, i = 1, . . . , n, ��� µi = 0, i = 1, . . . , �.

������	�&�, �*�� �� �������� ���/������� ��� x1, . . . , xn, z1, . . . , zm, ��* ��

(2.12) ��� (2.13) ������	 ��

(2.15) λ′
1 = · · · = λ′

n = µ′
1 = · · · = µ′

m = 0.

1� (2.14) ��� (2.15) �� $��	 � �� �������� ���/������� ��� x1, . . . , xn, y1, . . . , y�,

z1, . . . , zm.

%��� ��������� Y ∩ Z = {0} � ��*$��/� ����� ����	��.

!��	�� 2.8 ;��� X "�� �������* &#�	, ��� Y, Z  �*&��	� �	 X. �� � �	��

��� Y ��� Z ����� ��$�����, Y ∩ Z = {0}, �*�� �	 �!�	���� ��� Y ��� Z �"�����

���� �����	� ��� � ��	������� �� Y ⊕ Z.

%�� � �"&��� !� $	+�� "��� &����������* ��� �� ����� "�� �!�	���� � !+. % -

�������"�� !� ��	$��/	 �� *�� "�� �!�	���� ����� � !+, �� ��� �*�	 �� ��!� ��	�-

&��	 �	 �!�	�����	 ���
���� ���� �	��$��* ��*�	 # �!�	���� ��	�&���� ���

&#��� �	 ��	�!"�	 ��.
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�����#� 2.5"���X ���� ��		�
�� $��� 
�� Y, Z ���$��� ���X. #��� �� �
������

����� �������	�:

i. X = Y ⊕ Z.

ii. &�� 
��� x ∈ X ���$�� �
���� ��� y ∈ Y 
�� �
���� ��� z ∈ Z ������ ����

x = y + z.

%�������. F�	!"�	 �� ���’ ��&�� *�� ��&+�� �	 i. ��� !� ��	$��/	 �� *�� ��&+�� ���

�	 ii. F�	!"�	 �� $���$� *�� Y ∩Z = {0}. ;��� �	��*� x ∈ X. � +���/� y ∈ Y ���

z ∈ Z �"�	��� #��� x = y + z "����� ��* �	� 	����* �	 �!�	�����	. F�	!"�	 ��

�#�� *��  ���&	 � ��� y′ ∈ Y ��� z′ ∈ Z �"�	�� #��� x = y′ + z′. �*�� 
 ���� !�

"&	 �� y + z = y′ + z′, ��	�"��

(2.16) y − y′ = z′ − z.

%�	 �������* �"�	 �� (2.16) "&	 �� ��	
��# "�� ��	�&��	 �	 Y ��� ��	 $�/�*

�� �"�	 "�� ��	�&��	 �	 Z, � ���# ��� ��� $+	 �"�� �� "&	 �� "�� ��	�&��	

�� �	�� ��� Y ��� Z, Y ∩ Z. D���$� � �� �*�� �	�� ����"&�� �*�	 �	 ��$����*

$��� ���, � �������	 �� *�� y − y′ = z′ − z = 0, 	�*�� y = y′ ��� z = z′, ���	�*

�	 ��	$����+�� �	 ii.

�������	
� �#��  �	!"�	 �� *�� ��&+�� �	 ii. ��� !� ��	$��/	 �� *�� ��&+�� ���

�	 i. �� �	 �!�	���� $�� ���� � !+, � �	�� ��� Y ��� Z !� ������&� "�� �� ��$����*

��	�&��	 x, x ∈ Y ∩ Z. �*�� *�� 0 = 0 + 0 ��� 0 = x − x, �	 	�	�	 ���������� ��	 ii.,

��� ����� ��	�	. D�	�"�� Y ∩ Z = {0}, 	�*�� �	 �!�	���� ����� � !+.

� ��*$��/� �	 ��	�"�	 ��	���"����	 "����� ��"�� � �$ ��	��� �� ��	-

����� 2.4 ��� 2.5, ��� ��� �* ������������.

�����#� 2.6 "��� X ���� ��		�
�� $��� ������	���� ���������� 
�� Y, Z ���$�-

�� ��� X. #��� �� �
������ ����� �������	�:

i. X = Y ⊕ Z.

ii. X = Y + Z 
�� dim X = dim Y + dim Z.

iii. Y ∩ Z = {0} 
�� dim X = dim Y + dim Z.

H� $	+�� �#�� *�� �� X ����� "�� �������* &#�	 ��������"�� $�������

��� Y "��  �*&��* �	 , �*��  ���&��  �*&��	 Z �	 X �"�	�	 #��� �	 X ��
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���
���� � � !+ �!�	���� ��� Y ��� Z. ����� � X �	� R2 ��� "��� ��������	 Y

��� �� ��������� *�� 	 Z $�� 	������� �	�	�������.

�����#� 2.7 "��� Y ���� ���$��� ���� ��		�
�� $���X ������	���� ���������.

#��� ���$�� ���$��� Z ��� X ������� ���� X = Y ⊕ Z.

%�������. ;��� {x1, . . . , xm} ��� ���� �	 Y. %+�
��� �� �	 H�#���� 2.1,  ���&	 �

xm+1, . . . , xn �"�	�� #��� �	 �+�	�	 {x1, . . . , xn} �� ��	����� ���� �	 X. D���"�	-

��� Z :=< xm+1, . . . , xn > $������#�	 �� ��"�� *�� ��&+�� �	 ��	�"�����.

2.4. 
#�$#���

2.1. ;��� X "�� �������* &#�	 ��� x1, . . . , xm, y1, . . . , yn ∈ X. ��	$��/�� *��:

(�) �� "�� ��* �� x1, . . . , xm ����� ��$"�, �*�� �� $���+����� x1, . . . , xm ����� ����-

���� �/�����"��.

(�) �� $+	 ��* �� x1, . . . , xm ����� �$��, �*�� �� $���+����� x1, . . . , xm ����� ��������

�/�����"��.

(�) �� �� x1, . . . , xm ����� �������� �/�����"��, �*�� ��� �� x1, . . . , xm, y1, . . . , yn

����� �������� �/�����"��.

2.2. ;��� λ, λ1 ��� λ2 ���� �� ��$����	� ���������	� ���!�	�, λ1 �= λ2. %�	� R2,

!���	+�� �� �+�	�� X1 := {(x, y) : x > 0, y = λx} ��� X2 := {(x, y) : x ∈ R,

y = λ1x � y = λ2x}. ��	$��/�� *�� �� X1 ��� X2 ����	�	�	+� �� (YX1) ��� (YX2),

������	�&�, ��. �	� 1����* 2.2, ���� $�� �����  �*&��	� �	 R2.

2.3. ;��� X1 ��� X2  �*&��	� ��* �������	+ &#�	 X. �� � "���� �	 , X1 ∪X2,

�����  �*&��	 �	 X, ��	$��/�� *�� ���� X1 ⊂ X2 ���� X2 ⊂ X1.

2.4. ;��� X "�� �������* &#�	 ��� {x1, . . . , xm} ��� ���� �	 . �� "�� $��� ���

y ������ ��	 &#�	 �	 ��������� ��* �� x1, . . . , xm−1, y ∈< x1, . . . , xm−1 >, ��	-

$��/�� *�� 	 &#�	 �	 �����	 � �� x1, . . . , xm−1, y ����� �����	  �*&��	 �	 X,

$���$�  �*&��	 ��� �����	  �	�+�	�	 �	 X, < x1, . . . , xm−1, y > �= X.

2.5. ��	$��/�� *�� �	 �+�	�	 {(1, 3), (5, 7)} ��	����� ���� �	 R2, ��# �� $���+���-

�� (1, 3), (5, 7), (2, 3) ����� �������� �/�����"��.

2.6. ��	$��/�� *�� 	� � �������� x, y, x(s) := s, y(s) := es, ����� �������� ���/��-

���� ��	� C[1, 2].
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2.7. ;��� X "�� �������* &#�	 $������� n, dim X = n. �*�� ��&+	 �:

1. �� y1, . . . , yn ∈ X ����� n �������� ���/������ $���+����� �	 X, �*�� �	 �+�	�	

{y1, . . . , yn} ����� ���� �	 X.

2. ;��� Y "��  �*&��	 �	 X. �*��:

(�) � $������� �	 Y $��  ��������� �� $������� �	 X.

(�) �� 	� X ��� Y "&	 � ��� �$�� $�������, dim Y = dim X, �*�� �� ���	����,

Y = X.

2.8. ��	$��/�� �	 H�#���� 2.2.

2.9. ��	$��/�� ��� ��*���� 2.6.



3. �������&� 
"������#���

;�� ��* �	  ��������*���	  �*�	 , ��� �	  	�	�	  	� �������	� &#�	�

����� &�����	�, ����� �	 ���	�* *�� ����/+ �	  ��	�	+� �� 	���!	+� �������"

�����	�����. � ���"�� ��� �������#� �����	������ ����� �	�+ ��	 �+�	�� ��*

������ �� �������#� �����	������, ���, � ���#, � !����� �	  ����� �	�+ ��	

��	+��� ��� 	�	������"��. %� � �* �	 ��
����	 !� �������	 �� ��� "��	�� ��

�������� �����	����� ��� !� ������	 �� 	����"�� �$�*���� �������#� ����-

�	������.

3.1. � &����� ��� �������$� �"������#�/�

%� � �� ��� ��*���� !� ������	 �� ��� "��	�� �� �������� �����	�����,

!� $	+�� *�� � $������� �� ���*�� �������#� �����	������ $��  ��������� ��

$������� �	 ��$�	 	����	+ ���, ��!# ��� *�� ��� �������� �����*���� ����/+

&#��� ��������"�� $������� �������
���� ����� ��* �� ���" �� ��� ��	�-

&��� ��� ����� �	 ��$�	 	����	+ ��.

!��	�� 3.1 ;��� X,Y $+	 ���������	� �������	� &#�	�. '�� �����*���� L :

X −→ Y �"����� ��		�
�, �� ��� ��!� x, y ∈ X ��� λ ∈ R ��&+	 �{
L(x + y) = Lx + Ly

L(λx) = λLx.

1� $+	 � �!��� ��	� 1����* 3.1 ��	�	+� �� ���
	+� ��	$+���� ��� �	�
�

L(λx + y) = λLx + Ly.

%����#�	 �� ����� *�� ��� �������" �����	����� ���
	 �� � ��!� Lx ���� ���

L(x).

 ������� 3.1 %�	� 1����* 3.1 ����� ��������* �� ��&+	 � ��� 	� $+	 � �!���

�	 !"����, ��� �� ����� ��� �����*���� ��������.

35
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R��’ ������, ��"�� $������#��� ����� *�� � �����*����L : R2 −→ R2, L(x) :=
x1

x2
x ��� x2 �= 0 ��� L(x) := 0 ��� x2 = 0, x = (x1, x2), ����	�	��� �� $�+���� �&"��,

$���$� L(λx) = λL(x) ��� λ ∈ R, ���� *&� ��� ��#��, �
	+, ����$������	 &����,

��� x = (1, 2) ��� y = (2, 1) "&	 �� L(x + y) = (3, 3) ��� L(x) + L(y) = (4.5, 3).

��� �� $#�	 �� �#�� "�� ����$����� �� �������� �����*���� �	 ����	�	���

��� ��#�� � �!��� ��	� 1����* 3.1, !���	+�� ��� �����*���� L : C −→ C,

L(x) := a − ib, *�	 a ��� b ����� �	 ���������* ��� �	 
��������* �"�	 �	 x,

������	�&�. ����������, ��� x, y ∈ C, x = a + ib ��� y = c + id, "&	 ��

L(x + y) = L(a + c + i(b + d)) = a + c − i(b + d) = (a − ib) + (c − id) = L(x) + L(y),

��#, �.&., L(ix) = L(−b + ia) = −b − ia ��� iL(x) = i(a − ib) = b + ia, $���$�

L(ix) �= iL(x), ��� x �= 0.

%�	 4���� �	 ��	�	 !�� $��	 �� �����" �����" �$�*���� �������#� ����-

�	������, 	� 	�	�� ����� ����� ��*��	�� �	 	����	+ ��� ��� ��� �* � ��*$��/�

!� $	!�� � �	�����. �	���	 �� �$������� �� ��������� �$�*���� *�� � $�������

�� ���*�� ��� �������� �����*���� $�� ��	��� ��  ��������� �� $������� �	 

��$�	 	����	+ ��. %�� � �"&��� ������� !� $	+�� ��� �����"����� �&"�� �	 

� �$"�� � �" �� $��������, �	� ���*���	 ���� ��� ����������, "�� ��* �� ����-

�*���� ��	���"����� �� �������� �������.

�$��� 3.1 "���X,Y ��� ���	���
�� ��		�
�� $��� 
�� L : X −→ Y 	�� ��		�
�

����
�����. #��� ��$����:

i. L0 = 0 
�� ��� 
��� x, y ∈ X L(x − y) = Lx − Ly.

ii. "��� x1, . . . , xn ∈ X. %� �� x1, . . . , xn ����� ��		�
� �����	���, ���� 
�� ��

Lx1, . . . , Lxn ����� ��		�
� �����	���. %� �� Lx1, . . . , Lxn ����� ��		�
� ���������,

���� 
�� �� x1, . . . , xn ����� ��		�
� ���������.

iii. %� X̃ 
�� Ỹ ����� ���$��� ���X 
�� Y, ��������$�, ���� 
�� �� L(X̃) 
��
−1

L (Ỹ ) �����

���$��� ��� Y 
�� X, ��������$�.

iv. dim L(X) ≤ dim X.

%�������.

i. 7��’ ��&��, ��	
��#,

L0 = L(0 · 0) = 0 · L0 = 0.
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(%�� �"�� � �� �� ��*���� ��� 	�	�� ��
�������� $+	 
	�" �	 0, ��� ��#��


	�� ����� 	 ���������* ���!�* ��$"� ��� �� $�+���� �	 ��$����* $��� ���.)

D����, ��� x, y ∈ X "&	 ��

L(x − y) = L(x + (−1)y) = Lx + (−1)Ly = Lx − Ly.

ii. ;��� *�� λ1x1+· · ·+λnxn = 0.�*��, ��	
��#, L(λ1x1+· · ·+λnxn) = L0 = 0, ���

λ1Lx1 + · · ·+λnLxn = 0, ��	�"�� �� �� x1, . . . , xn ����� �������� �/�����"��, �*��

��� �� Lx1, . . . , Lxn ����� �������� �/�����"��. �	  �*�	��	 �"�	 �	 ��& ����	+

����� �	���� ��	$+���	 �� �	 �$� ��	$��&!"�.

iii. ��	
��# 0 ∈ X̃, ��	�"�� 0 = L0 ∈ L(X̃). ;��� �#�� y, y′ ∈ L(X̃). �*�� !�

 ���&	 � x, x′ ∈ X̃ �"�	�� #��� Lx = y ��� Lx′ = y′. % ���# y + y′ = Lx + Lx′ =

L(x+x′) ∈ L(X̃), �
	+ ��	
��# x+x′ ∈ X̃. D�� ��"	�, ��� λ ∈ R ��� y ∈ Y "&	 ��

λy = λLx = L(λx) ∈ L(X̃), ����$� λx ∈ X̃.

�	 *�� 	
−1

L (Ỹ ) �����  �*&��	 �	 X �
������ � ������, ��. ������ 3.1.

iv. �	 ��	�"����� ����� ����� � �"���� ��� ii. ��� iii. ����������, ���’ ��&��,

�+�
��� �� �	 ii., 	 L(X) ����� �������* &#�	. %�� ������#��� X = {0} �

dim X = ∞ $��  ���&�� ���� ��	 ��*$��/�. ;���, �	��*�, {y1, . . . , ym} ��� ����

�	 L(X). ;��� x1, . . . , xm ∈ X �"�	�� #��� Lxi = yi, i = 1, . . . ,m. %+�
��� �� �	

iii., �� x1, . . . , xm ����� �������� ���/������, 	�*��

dim L(X) = m ≤ dim X.

=��	 �� �#�� ������ ����$������� �������#� �����	������.

 ������	��� 3.1

1. ;��� X "�� �������* &#�	 ��� λ "�� ���������* ���!�*. 1� �����	�����

(i) 0 : X −→ {0},

(ii)

{
idX : X −→ X,

x 
−→ x,

(iii)

{
X −→ X,

x 
−→ λx,

����� �������".
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;��� x0 ∈ X, x0 �= 0. � �����*����

X −→ X,

x 
−→ x0,

$�� ����� ��������.

2. ;��� aij ∈ R, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. � �����*���� L : Rn −→ Rm,

Lx := L(x1, . . . , xn) := (
n∑

j=1

a1jxj, . . . ,
n∑

j=1

amjxj),

*�	 x1, . . . , xn ����� 	� � ����#�� �	 x, x = (x1, . . . , xn), ����� ��������. �"�	��

�	�
� �������" �����	����� !� �������	 �� ����	���# ��� ��*���� ��
�-

����.

%�	 ��*�	 !	 ��	�"����� !� $	+�� *�� �� X ����� "�� �������* &#�	 ����-

����"�� $�������, �*��  ���&�� �����# ��� �������� �����*���� L : X −→ Y,

� 	�	�� �����	����� �� ��	�&��� ��� $	!���� ���� �	 X �� ��	��!	����"��

��	�&��� �	 Y. D���� !� ������	 �� 	����"�� �$�*���� �"�	��� �����	������.

�����#� 3.1 "��� X 
�� Y ��� ��		�
�� $���, {x1, . . . , xn} 	�� ���� ��� X 
��

y1, . . . , yn ∈ Y. #��� ���$�� �
���� 	�� ��		�
� ����
����� L : X −→ Y ������

���� Lxi = yi, i = 1, . . . , n. *����� � ��
��� L(X) ���X 	��� ��� L �������� ��� ��

������	��� y1, . . . , yn, L(X) =< y1, . . . , yn > . %
�	� � L ����� ����� (������ ��� ���

���), �
���� ����, �� �� y1, . . . , yn ����� ��		�
� ���������.

%�������. 7��’ ��&�� !� ��	$��/	 �� *��  ���&�� �	 �	�+ ��� �"�	�� �����*����.

;��� �	��*� x ∈ X. �*��  ���&	 � ���������	� ���!�	� λ1, . . . , λn �"�	�	� #���

x = λ1x1 + · · · + λnxn. D�	�"�� !� "&	 �� Lx = λ1Lx1 + · · · + λnLxn � Lx =

λ1y1 + · · · + λnyn. % ���# ��� ��!� x ∈ X �	 Lx ∈ Y ����� �	�	������� 	����"�	,

	�*�� 
 ���� $�� ��	�	+� ��  ���&	 � $+	 $��
	�����" �����	����� �� � �" ��

�$*����.

H� ��	$��/	 �� �#�� +���/� ��� �"�	�� �����*����. ��� x ∈ X, x = λ1x1 +

· · · + λnxn, 	���	 ��

Lx = λ1y1 + · · · + λnyn.

� �����*���� � �� ����� ��	
��# �������� ��� ����	�	��� �� �&"��� Lxi =

yi, i = 1, . . . , n.
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;��� �#�� Ỹ =< y1, . . . , yn > .��	
��#L(X) ⊂ Ỹ , �
	+ ��!� x ∈ X ���
����

��� �	�
� x = λ1x1 + · · ·+λnxn, 	�*�� Lx = λ1Lx1 + · · ·+λnLxn = λ1y1 + · · ·+λnyn.

D/ ���	 , �� y ∈ Ỹ , �*�� y = λ1y1 + · · · + λnyn, 	�*�� y = λ1Lx1 + · · · + λnLxn �

y = L(λ1x1 + · · · + λnxn), $���$� y ∈ L(X). ��� Ỹ ⊂ L(X), 	�*�� � �	���� "&	 ��

L(X) = Ỹ .

;��� �#�� x, x′ ∈ X, x = λ1x1+ · · ·+λnxn, x′ = λ′
1x1+ · · ·+λ′

nxn. �*��, �+�
���

�� �� ��	��	+����,

(3.1) Lx − Lx′ = (λ1 − λ′
1)y1 + · · · + (λn − λ′

n)yn,

��� ��"�� $������#�	 �� *�� �� �� y1, . . . , yn ����� �������� ���/������ ��� x �= x′,

�*�� ��� Lx �= Lx′. �������	
�, ��  ���&	 � x, x′ ∈ X, x �= x′, �"�	�� #��� Lx =

Lx′, �*�� �� ���� ��� (3.1) $������#�	 �� ��"�� *�� �� y1, . . . , yn ����� ��������

�/�����"��.

3.2. �'�$��� ��� ������

%�	�* �� �� � �� ��� ��*���� ����� �� �������	 �� $+	 �����" "��	�� ���

�������" �����	�����, ��� "��	�� �	 ����� ��� ��� "��	�� �� ��
���� ��� ����-

���� �����*����. 1 � ���� ��	�������� ��* �� ��	�&��� �	 ��$�	 	����	+,

�� 	�	�� � �������� �����*���� �����	����� ��	 ��$����* $��� ���, ��� � ���*-

�� ��	�������� ��* �� ��	�&��� �	 ��$�	 ���#� �� �������� �����*����, ���

	�	�� �����	������� ���	�	 ��	�&��	 �	 ��$�	 	����	+ ��. ��*��, !� �����-

�	 �� �	� �+�	 ��� $���������, "�� ��* �� �����*���� ��	���"����� �� ������-

�� �������, �+�
��� �� �	� 	�	�	 �	 �!�	���� ��� $��������� �	 � ���� ���

�� ���*�� ��� �������� �����	�����, ����/+ &#��� ��������"�� $�������,

��	+��� �� �� $������� �	 ��$�	 	����	+ ��.

!��	�� 3.2 ;��� X ��� Y $+	 �������	� &#�	� ��� L : X −→ Y ��� ��������

�����*����. �	 �+�	�	 KerL :=
−1

L (0) (= {x ∈ X : Lx = 0}) �"����� ������

(kernel) �� �������� �����*���� L. �	 �+�	�	 �mL := L(X) (= {y ∈ Y : ∃x ∈
X Lx = y}) �"����� ��
��� (image) �� L.

�*�	 	 � ���� *�	 ��� � ���*�� ��� �������� �����*���� ����� �������	�

&#�	�, 	 ��#�	  �*&��	 �	 ��$�	 	����	+ �� ��� � $�+����  �*&��	 �	 

��$�	 ���#� ��. ��� ��� ���*�� "&	 �� �$� $#��� ��� ��*$��/� ��	 4���� 3.1, ���
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�	� � ���� � !�����	 �� "��� ���������* ���!�* λ ��� $+	 $���+����� x1, x2 �	 

� ���� �� L, x1, x2 ∈ KerL. �*�� !� "&	 �� L(λx1 +x2) = λLx1 +Lx2 = λ ·0+0 =

0, � ���# ��� �	 λx1 + x2 ����� ��	�&��	 �	 KerL, ���	�* �	 ��	$����+�� �	

���	+���	.

%�	 ��*�	 !	 ��	�"����� !� $	+�� *�� ��� �������� �����*���� ����� "�� ��	

"��, �� ��� �*�	 �� 	 � ���� �� ����"&�� �*�	 �	 ��$����* $��� ���.

�����#� 3.2 "��� X 
�� Y ��� ��		�
�� $��� 
�� L : X −→ Y 	�� ��		�
�

����
�����. #��� � L ����� ��� ��� ���, �� 
�� 	��� �� KerL = {0}.

%�������. F�	!"�	 �� ���’ ��&�� *�� � L ����� "�� ��	 "��. �� x ∈ KerL, �*��


 ���� Lx = 0, ���, ����$� ����� L0 = 0, � �������	 �� *�� x = 0.

;��� �#��, �������	
�, *�� KerL = {0}. �� x1, x2 ∈ X ����� �"�	�� #��� Lx1 =

Lx2, �*�� !� "&	 �� L(x1 − x2) = 0, � ���# x1 − x2 ∈ KerL. @�����	�	�#��� ���

 �*!��� �� � �������	 �� *�� x1 = x2, $���$� *�� � L ����� "�� ��	 "��.

 ������	� 3.2

;��� y "�� $��� ��� �	 Rn. � �����*����

L : R −→ Rn,

λ 
−→ λy,

����� ��	
��# ��������. %��� ��������� y = 0 "&	 �� KerL = R ��� �mL = {0},

��# ���� ��������� y �= 0 "&	 �� KerL = {0} ��� �mL = {z ∈ Rn : z = αy, α ∈
R}, *�� $������#��� ����� ��"��.

%+�
��� �� �	 ���� ���	 ��	�"����� �	 4����	 3.1, � $������� �� ���*��

��� �������� �����*���� $��  ��������� �� $������� �	 ��$�	 	����	+ ��,

$���$� dim X −dim �mL ≥ 0. %�	 ��*���	 H�#����, ���� ��������� �	 	 &#�	

X ����� ��������"�� $�������, $������ ������ ����	
	��� ��� � �� �� $��
	��

��� $���������· � �������"�� ��	$����+���� *�� � �� �*�� $��
	�� ��	+��� ��

�� $������� �	 � ���� �� �������� �����*����. '� ���� �*���, $�$	�"�	 

�	 ��$�	 	����	+ ��� �������� �����*����, � �� "&�� �*�	 ��	 ������ ���*��

*�	 ��	 ����* ����� 	 � ���� ��. � �� � �&"�� ����� "�� �������* ��	�"�����

�� �������� ������� ��� ����� ������ � ����� ��� ����������. %����#�	 ��

��*�� *�� 	 � ���� ��� �������� �����*���� L ��	�������� ��* �� �+��� ��
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	�	���	+ �/����� Lx = 0, ��� � ��#�� �� $������� �	 ���	 ������ �$������	

��$��
"�	�.

*������ 3.1 "��� X 
�� Y ��� ��		�
�� $���, dim X < ∞, 
�� L : X −→ Y 	��

��		�
� ����
�����. #��� ��$��� � ���� ����� ��� ����������

(3.2) dim X = dimKerL + dim �mL.

%�������. L�� ���
"���� �$�, �+�
��� �� �	 4���� 3.1, ��&+�� dim �mL ≤
dim X. ;��� {x1, . . . , x�} ��� ���� �	 KerL, ��� {y1, . . . , ym} ��� ���� �� �mL.

H���	+�� �#�� x�+1, . . . , x�+m ∈ X �"�	�� #��� Lx�+i = yi, i = 1, . . . ,m. H� ��	-

$��/	 �� *�� �	 �+�	�	 {x1, . . . , x�+m} ��	����� ���� �	 X, ���	�* ��* �	 	�	�	

"����� ��"�� 	 �+�	 ��� $���������.

7��’ ��&�� !� ��	$��/	 �� *�� �� x1, . . . , x�+m �����	 � �	� X. ;��� �	��*�

x ∈ X. �*��  ���&	 � ���������	� ���!�	� λ1, . . . , λm �"�	�	� #��� Lx = λ1y1 +

· · · + λmym �

Lx = L(λ1x�+1 + · · · + λmx�+m).

��* � �� �� �&"�� � �������	 �� *�� �	 x − (λ1x�+1 + · · · + λmx�+m) ����� ��	�-

&��	 �	 � ���� �� L, ��� � ���#  ���&	 � ���������	� ���!�	� µ1, . . . , µ� �"-

�	�	� #���

x − (λ1x�+1 + · · · + λmx�+m) = µ1x1 + · · · + µ�x�,

��	�"�� X ⊂< x1, . . . , x�+m > . ���� �� x1, . . . , x�+m ����� ��	�&��� �	 X, 	�*��

��* �� ��	��	+���� � �������	 �� *�� X =< x1, . . . , x�+m > .

��� �� 	�	����#�	 �� ��� ��*$��/�, �"��� �� ��	$��/	 �� *�� �� x1, . . . , x�+m

����� �������� ���/������. ;��� �	��*� *��

(3.3) λ1x1 + · · · + λ�+mx�+m = 0.

�*�� !� "&	 ��
λ�+1y1 + · · · + λ�+mym =

= λ�+1 Lx�+1 + · · · + λ�+m Lx�+m

= L(λ�+1x�+1 + · · · + λ�+mx�+m)

= L(λ1x1 + · · · + λ�+mx�+m)

= L0 = 0,
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*�	 ���� ��	��	���� ���� ��*���� &�����	�	������ �	 ���	�* *��L(λ1x1+· · ·+
λ�x�) = 0. ;&	 �� ��	�"�� λ�+1y1 + · · · + λ�+mym = 0, 	�*�� �*�� �� ��������

���/������� ��� y1, . . . , ym 	$��	+����� ��	 � ��"����� λ�+1 = · · · = λ�+m = 0.

�#�� � (3.3) �������� �� �	�
� λ1x1 + · · · + λ�x� = 0, ��� � �������� ���/��-

����� ��� x1, . . . , x� �� 	$���� ��	 � ��"����� *�� λ1 = · · · = λ� = 0, ���	�* �	 

	�	����#��� ��� ��*$��/�.

;��� �#�� *�� "&	 �� $+	 �������	+ &#�	  ��������"�� $������� X ���

Y. '�� ����� � �"���� �	 �+�	 ��� $��������� ����� �� �/�: ��  ���&�� ���

�������� �����*���� ��* �	� X ��	� Y � 	�	�� ����� ���, �*�� dim Y ≤ dim X. ��

��� ��"	� � �����*���� ����� "�� ��	 "��, 	�*�� � �	���� !� ����� ��
��	�	����-

���, 	 � ���� �� !� ��	�������� �*�	 ��* �	 ��$����* $��� ���, !� "&�� $���$�

$������� ��$"�, 	�*�� dim Y = dim X.

D����, �������	
�, �� dim Y = dim X, �*��, �+�
��� �� ��� ��*���� 3.1,

 ���&�� ��� ��
��	�	������� �������� �����*���� ��* �	� X ��	� Y.

=��� �#�	 �� ��� � �"&��� � �� �� ��	���"�����  �* �	�
� �	������	.

����#�� 3.1 /����� ��� ��		�
�� $��� X 
�� Y ������	���� ��������� ���$��

���� 
�� 	��� ���� 	�� �	��	�����	���� ��		�
� ����
�����, �� �� $��� �$��� ��� ����

��������, dim X = dim Y.

3.3. 
#�$#���

3.1. ;��� X ��� Y $+	 �������	� &#�	� ��� L : X −→ Y ��� �������� �����*��-

��. ��	$��/�� *�� �� Y ′ ����� "��  �*&��	 �	 Y, �*�� 	
−1

L (Y ′) �����  �*&��	

�	 X.

3.2. ;��� X ��� Y $+	 �������	� &#�	�, {x1, . . . , xn} ��� ���� �	 X ��� y1, . . . , yn

∈ Y. �*��  ���&�� �����# ��� �������� �����*���� L : X −→ Y �"�	�� #���

L(xi) = yi, i = 1, . . . , n. ��	$��/�� *�� � L ����� �����# �*�� "����, $���$� "��

��	 "��, �� �� y1, . . . , yn ����� �������� ���/������.

3.3. D/������ ���� �*�	� 	� ��*�	 !� �����	����� ����� �������"

(i)

{
L1 : R3 −→ R2,

x = (x1, x2, x3) 
−→ (x1x2, x2x1),
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(ii)

{
L2 : Pn −→ P2n,

x 
−→ x · x′,

(iii)

{
L3 : Pn −→ Pn,

x 
−→ x′′,

*�	 x′ ��� x′′ ����� � ��#�� ��� � $�+���� �������	 �� � ������� x, ������	�-

&�.

3.4. ;��� C2[0, 1] := {x : [0, 1] −→ R / x $+	 
	�" � ��&# ������������ ��	

[0, 1]}. �� a, b ∈ C[0, 1], ����� � �����*����{
L : C2[0, 1] −→ C[0, 1],

x 
−→ x′′ − ax′ + bx,

��������;

3.5. ��	�$�	����� ��� ���� �	 �������	+ &#�	 L(R5), *��� � �������� �����*-

���� L : R5 −→ R5 	������� � �/�: L(x1, x2, x3, x4, x5) := (2x2 + 4x4, x3 + x5 −
x4, x2 − x1, x4 + 3x5 − x2, x1 + x4 − 3x2).





4. �������

1� ������ ��	���	+� �	 ��������*���	 ��� �������	 ��� ��� ���� �� ��	-

�������� �������� �������. %� � �* �	 ��
����	 !� $	+�� 	����"�� ������

�������� ��� ������, !� 	���	 �� �	 ��!�* ������� � ��	 �� �����" �	  ���

� ��	 �� ����� �	 , !� �����	 �� ��� ��������	+ ������, !� $	+�� "���

��*�	 ��� �� ��"�&	 �� �*�� n $���+����� �	 Rn ��	���	+� ���� �	 , ��� !� ��-

�����	 �� ���/�� ����/+ ���������� �������.

4.1. ������ ��� "������

%� � �� ��� ��*���� !� �������	 �� ������, !� �����	 �� ��� ��	�&��#$��

�����&�������	+ �����#� �������, !� 	���	 �� �	 ��!�* ��* ������ � ��	

�� �����" �	 , !� ���
��!	+�� �� ��������	+ ������, ��� !� $	+�� �#, �� ��

�	�!��� �������, ��	�	+�� �� ��"�/	 ��, ���� �*�	� n $���+����� �	 Rn ��	��-

�	+� ���� �	 .

;��� m ��� n $+	 
 ���	� ���!�	�. ;�� 	�!	�#��	 ����#	 �� �	�
�

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...

am1 am2 . . . amn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

�� aij ∈ R, � �����*���� aij ∈ K, *�	 K "�� �#��, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

�"����� ����
�� (matrix). �� aij �"�	���� ����$��� �	 ������.

�� ai := (ai1, . . . , ain) ∈ Rn, i = 1, . . . m, �"�	���� ��		�� �	 ������ ��� ��

aj :=

⎛
⎜⎜⎝

a1j

...

amj

⎞
⎟⎟⎠ , j = 1, . . . , n,

������ �	 .

45
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;�� ������ A ��m �����" ��� n ����� !� �"�� *�� ����� "��m×n ������,

� ��	����* A ∈ Rm,n. @���� � ��	��� !� ���
	 �� � &�� A = (aij) i=1,...,m
j=1,...,n

.

%��� ��������� m = n ������ ��� ��������
��� ������, ��� �*�� �	 $��� ���

(a11, a22, . . . , ann) �"����� ��������� �	 ������ A. �� *�� �� �� $���#��� ��	�&���

�	 A ����� ��$"�, aij = 0, ��� i �= j, 	 ������ �"����� ���������.

!��	�� 4.1 ;��� "�� ������ A ∈ Rm,n. 1� ��*�	 !� ���������/�� �����#�

�	 A �"�	���� ����$������� 	����$�	����	�� ��		�� �	 A:

i. ��� "��� �� ��$����* ���������* ���!�* λ ��� ���	�	 i ∈ {1, . . . ,m}, ������!�-

��	+�� ��� i−��� ������ �	 A, (ai1, . . . , ain), �� (λai1, . . . , λain), � ��	����

⎛
⎜⎜⎝

...

ai

...

⎞
⎟⎟⎠ 
−→

⎛
⎜⎜⎝

...

λai

...

⎞
⎟⎟⎠ .

ii. ������!���	+�� ��� i−��� ������ �	 A �� �	 �!�	���� �� i−��� ��� ��

j−��� ������ �	 , ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠


−→

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai + aj

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

iii. ������!���	+�� ��� i−��� ������ �	 A �� �	 �!�	���� �� i−��� ��� �	 

�	��������	 �� j−��� ������ �	 ��� "��� ���������* ���!�* λ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠


−→

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai + λaj

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

iv. ���������	 �� ��� i−��� ��� �� j−��� ������ �	 A,
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠


−→

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

aj

...

ai

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

%����#�	 �� *�� 	� ��	�&��#$�� �����&�������	� �����#� iii. ��� iv. ��	�

��	��	+���	 	����* ��	�+��	 � �� ����������"�� �
���	�� �����&�������#�

�� �	�
� i. ��� ii., *�� ��	�	+�� �+�	�� �� $������#�	 ��, ��. ������ 4.1.

!��	�� 4.2 H���	+�� "��� ������ A ∈ Rm,n. 1 �������* &#�	 �	 ���������

��* �� �����" �	 , < a1, . . . , am >, �"����� $��� ��� ��		�� �	 A ��� !� �	�

� ��	���	 �� �� �@�(A). ������	�&� 	 �@%(A), �@%(A):=< a1, . . . , an >, �"�����

$��� ��� ������ �	 A. � $������� �	 �@�(A) �"����� ���	�� ��� A �� ��� ���

��		��, C�(A), � $������� �	 �@%(A) �"����� ���	�� ��� A �� ��� ��� ������,

C%(A).

%�� � �"&��� !� $	+�� *�� 	� ��	�&��#$�� �����&�������	� �����#� $�� ���-

����	 � �	 &#�	 �����#� ��* ������.

�$��� 4.1 "��� A 
�� B ��� m × n ����
��. %� � B ��
����� ��� ��� A 	��� ���

������	���� ������� ����$������� 	����$�	����	��� ��		��, ���� �� $��� ��		��

��� A 
�� B ��	�������, �@�(A) = �@�(B).

%�������. %+�
��� �� �� �������� ��"�� ���� �	� 1����* 4.1, ����� �� ��	$��-

/	 �� �	� ��& ����* ��� �����&�������	+ �����#� �� �	�
� i. ��� ii. D����,

��	
��#, ����� �� ��	$��/	 �� �	 ��	�"����� ��� "��� �����&�������*, ��� ���-

�������"�� �
���	�� � �	+ �� $���� ���� �	 �����*���	 ��	�"�����.

;��� ���’ ��&�� *�� 	 B ��	�+���� ��* �	� A �� "��� �����&�������* ��

�	�
� i. ��� x ∈ �@�(A)  ���&	 � ���������	� ���!�	� µ1, . . . , µm �"�	�	� #���

x = µ1a1 + · · · + µmam, 	�*�� ��	
��#

x = µ1a1 + · · · +
µi

λ
(λai) + · · · + µmam,
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��	�"�� x ∈ �@�(B). '� �	� �$�	 ��*�	 ��	$����+���� *�� �� x ∈ �@�(B) �*��

��� x ∈ �@�(A), ��� � �* 	�	����#��� ��� ��*$��/� ��� �����&�������	+ ��

�	�
� i.

;��� �#�� *�� 	 B ��	�+���� ��* �	� A �� "��� �����&�������* �� �	�
�

ii. ��� x ∈ �@�(A)  ���&	 � ���������	� ���!�	� µ1, . . . , µm �"�	�	� #��� x =

µ1a1 + · · · + µiai + · · · + µjaj + · · · + µmam, 	�*�� ��	
��#

x = µ1a1 + · · · + µi(ai + aj) + · · · + (µj − µi)aj + · · · + µmam,

��	�"�� x ∈ �@�(B). '� �	� �$�	 ��*�	 ��	$����+���� *�� �� x ∈ �@�(B) �*��

��� x ∈ �@�(A), ��� � ��*$��/� ����� �����.

!��	�� 4.3 ;�� m × n ������ A �"����� 
��	�
���� ��

i. 1� �� ��$����" �����" �	 ��
����	���� ���� ��* �� ��$����" �����".

ii. �	 ��#�	 �� ��$����* ��	�&��	 ��!� �� ��$����� ������ ��
�������� $�/�*-

���� �	 ��#�	 �� ��$����	+ ��	�&��	 �� ��	��	+���� ������.

'�	�	+�� �	�+ �+�	�� �� ��	�$�	���	 �� �	 ��!�* ��* ��������	+ ������

� ��	 �� �����". ����������, "&	 �� �	 ��*�	 !	 ��	�"�����:

�����#� 4.1 "��� B ���� 
��	�
���� ����
�� 
�� b1, . . . , bi �� 	� 	�����
�� ��		��

���. #��� �� ������ {b1, . . . , bi} �������� ���� ��� $��� ��		�� ��� B, �@�(B), 
��

������� � ���	�� ��		�� ��� B ����� i.

%�������. ��	
��#, ����� �� ��	$��/	 �� *�� �� b1, . . . , bi ����� �������� ���/��-

����. ;��� �	��*� ���������	� ���!�	� λ1, . . . , λi �"�	�	� #���

(4.1) λ1b1 + · · · + λibi = 0.

�� b11 = · · · = b1,j−1 = 0 ��� b1j �= 0, ��� ���	�	 j (��� �"�	�	 j  ���&�� �����, ���*

�� 	 B ����� 	 ��$����* ������, ���� �� � �� ��� ��������� $��  ���&�� ����

��	 ��*$��/�), �*�� !� ��&+�� ��� b�1 = · · · = b�j = 0, � = 2, . . . , i, 	�*�� ��* ���

(4.1) � �������	 �� *�� λ1b1j = 0, $���$� λ1 = 0. % ��&��	��� �� �	� �$�	 ��*�	

$������#�	 �� *�� λ2 = · · · = λi = 0.

!��	�� 4.4 =+	 m×n ������ A ��� B �"�	���� ��		�0������	��, �� 	 "�� ��	���

�� ��	�+<�� ��* �	� ���	� �� ��������"�	 ���!	  ��	�&��#$�� �����&�����-

��	+ �����#�.
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%�� � �"&��� !� $	+�� *�� ��!� m × n ������ ����� �����	�̈�	$+���	 �� "���

��������* ������. � $��$������ �� ��� 	�	�� !� 	$���!	+�� �� � �* �	 ��	�"��-

��� ��	����� �	 ��#�	 ���$�	, �� ���*���� ������������, �� ��� �	�+ &������

�"!	$	 ��� ��� ���� �� �������#� � ��������, �� �"!	$	 ����	�
� �	 Gauss,

�"!	$	 ���� 	�	�� !� ����"�!	 �� ��	 "��	 7�
����	.

�����#� 4.2 +��� m × n ����
�� ����� ��		��̈������	�� 	� ���� 
��	�
��� m × n

����
�.

%�������. ��� �����+���� ��
����� ��	  � ��	����	+ !"�	 �� A(1) := A ,

A(1) =
(
a

(1)
ij

)
i=1,...,m
j=1,...,n

.

�� 	 ������ A ����� 	 ��$����*, $���$� �� *�� �� ��	�&��� �	 ����� ��$"�, �*��

$�� &��������� �� ���	 �� ����. =��
	������, � $��$������ ��	&����� �� $��
	��

������. %�	 ��#�	 ���� ��	�$�	���	 �� ���’ ��&�� ��� ��#�� �� ��$����� ���-

�� �	 A, "��� *�� � �� ����� � �−���, ���, �� ��������� �������" �����#�,


"��	 �� ���� ��#�� ������, $���$� ��� !"�� (1, �), "�� �� ��$����* ��	�&��	

��. F�	!"�	���, &��� ����	����* �� �����*����, *�� a
(1)
1� �= 0, ��	 ��#�	 ����

������"�	 ��, �� ��������	  �����&�������	+ �����#�, *�� �� ��	�&��� ��

�−��� ����� ���* ��* �	 ��#�	 �� ��$�����. � �* ������� � �/�: 1���	 ��

���’ ��&�� �	  ��������������� mi� , i = 2, . . . ,m , �

(4.2) mi� :=
a

(1)
i�

a
(1)
1�

, i = 2, . . . ,m .

7��*��� �	����������	 �� ��� ��#�� ������ �	 ������ ��� mi� , �
���	+�� �	

��	�"����� ��* ��� i−��� ������ �	 ��� ������!���	+�� ��� i−��� ������ ��

������ �	 ��	�+���� �� � �*� �	� ��*�	. � �* ������� ��� i = 2, . . . ,m . '� � ���

�� $��$������ ���� �	 ��#�	 ���� 	$��	+����� ��	� �����	�̈�	$+���	 �	 A(1)

������ A(2) ��
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A(2) :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a
(1)
11 . . . a

(1)
1� a

(1)
1,�+1 . . . a

(1)
1n

0 . . . 0 a
(2)
2,�+1 . . . a

(2)
2n

...
...

...
...

0 . . . 0 a
(2)
m,�+1 . . . a

(2)
mn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

�	 	�	�	 	� ��#�� � − 1 ����� �����, *�� ��� ������ �	 A(1), ��$����" ���

a
(2)
ij := a

(1)
ij − mi� a

(1)
1j , i = 2, . . . ,m, j = �, . . . , n .

7��’ � �*� �	� ��*�	 “������
	 ��” �� ��	�&��� ai�, i = 2, . . . ,m, �� �−��� ���-

�� �	 ������ A, ��� �* ��� � �"!	$	 ���
"����� � �"!	$	 ����	�
�.

��	&��	+�� �#�� ��	 $�+���	 ����. D/����	 �� �	� (m − 1) × (n − 1)  �	��-

���� Ã(2) �	 A(2) �� ��	�&���

Ã
(2)
ij := a

(2)
ij , i = 2, . . . ,m, j = 2, . . . , n .

%�	 $�+���	 ���� ���	 �� �����# �� �$�� �������� �	 ������ ��	 ��#�	 ����,

� �� �� 
	�� *�� ��	� ������ Ã(2). 7��’ � �*� �	� ��*�	 	$��	+����� �� "���

������ A(3) �� �	�
� ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

� � � . . . �

0 � � . . . �

0 0 � . . . �
...

...
...

...

0 0 � . . . �

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

*�	 	� $+	 ��#�� �����" �	 A(3) ����� 	� �$�� �� �� $+	 ��#�� �����" �	 

A(2), � $�+���� ���� ��������� �	 $�� ���������� �������� �����#� ��	 $�+���	

����.
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� $��$������ ��	&���� ���� �	� �$�	� �����# ��*�	. �	 ��������* ���� "&��

� �/�: 7��� �	 ���� r, 1 ≤ r ≤ min(m,n)− 1 , "&	 �� "��� ������ A(r), �����	U-

�	$+���	 �	 A, �� �	�
�

A(r) :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a
(1)
11 a

(1)
12 . . . . a

(1)
1n

0 a
(2)
22 . . . . a

(2)
2n

. 0 .

.

. a
(r−1)
r−1 r−1 .

. 0 a
(r)
rr . . . a

(r)
rn

.
. . .

...

0 0 0 a
(r)
mr . . . a

(r)
mn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

H���	+�� �	�  �	������

Ã(r) =
(
a

(r)
ij

)
i=r,...,m
j=r,...,n

.

�� 	 ������ Ã(r) ����� ��$����*, � $��$������ �����#��� �� � �* �	 �����	. =��-


	������, "��� �̃ � ��#�� �� ��$����� ����� �	 Ã(r). '� ��������� �������"

�����#� �	 ������ Ã(r) 
"��	 �� ��� !"�� (r, �̃) "�� �� ��$����* ��	�&��	. ;���,

&��� ����	����* �� �����*����, *�� a
(r)

r�̃
�= 0. �#�� ��� ��!� i , r + 1 ≤ i ≤ m ,

�	����������	 �� ��� r−��� ������ �	 A(r) ��� �	� �	������������ mi�̃ ,

(4.3) mi�̃ :=
a

(r)

i�̃

a
(r)

r�̃

, r + 1 ≤ i ≤ m ,

�
���	+�� �	 ��	�"����� ��* ��� i−��� ������ �	 , ��� ������!���	+�� ��� i−���

������ �� �� �"� �	 ��	�+���� �� � �*� �	� ��*�	.

7������	 �� "��� ��	 �"	 ������ A(r+1), ����� �����	U�	$+���	 �	 ��&��	+,

*�	 	� ��#�� r �����" �	 A(r+1) �� ���	���� �� �� ������	�&� �	 A(r), ��� ���

��"	�
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(4.4)

⎧⎨
⎩

a
(r+1)
ij = 0 , r + 1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ �̃,

a
(r+1)
ij = a

(r)
ij − mi�̃ a

(r)
rj , r + 1 ≤ i ≤ m, �̃ + 1 ≤ j ≤ n .

D$# �����#��� �	 r−��* ����. '��� ��* �	 �	�+ r = min(m,n) − 1 ������, 	

�����	U�	$+���	 �	 ��&��	+ ������ A(r+1) ����� ��������*.

@�����	�	�#��� �	 4���� 4.1 ��� ��� ��*���� 4.2 ��	�	+�� �� $#�	 �� "���

��*�	 ��� �� ��"�&	 �� ���� �*�	 $�$	�"�� $���+����� x1, . . . , xn �	 Rn ��	��-

�	+� ���� �	 , � ��*�� ��� �� ��	�$�	���	 �� ���� �	 &#�	 �	 �����	 �.

����!"�	 �� �	 ��#�	 ��	�"����� � �*�����, ��� ��� �	� ��	�$�	����* ������

�����"��	 �� ��� �������, ��. ������� 4.2, 4.3, 4.4. D�$��*����, ��	�	+��

�� ��	�$�	���	 �� ��� ���� �� ���*�� ��� �������� �����	����� ��* �	� Rn

��	� Rm, ��. ������ 4.5.

����#�� 4.1 "��� x1, . . . , xn ������	��� ��� Rn. #� ������ {x1, . . . , xn} �������� ����
��� Rn, �� 
�� 	��� �� � n × n ����
�� 	� ��		�� �� x1, . . . , xn,⎛

⎜⎜⎝
x1

...

xn

⎞
⎟⎟⎠ ,

����� ��		��̈������	�� 	� ���� ��� ������
� ����
�⎛
⎜⎜⎝

x′
1
...

x′
n

⎞
⎟⎟⎠ ,

������ ������� ���� x′
ij = 0 ��� i > j, ��� ������ ��� �� �������� ����$��� ����� 	�

	�����
�.

4.2. ���(��� �� "������

%� � �� ��� ��*���� !� 	���	 �� ���/�� ����/+ ���������� �������, ��!#

��� �	� �	����������* ���!�	+ ��� ������.

;��� m ��� n 
 ���	� ���!�	�. 1 Rm,n ����� 	 &#�	 ��� m × n ������� ��

��	�&��� ���������	+ ���!�	+. %�	� Rm,n 	���	 �� ��� ��*�!��� ��!# ��� �	�
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�	�����������* �� ���������	+ ���!�	+ � �/�

A + B := (aij + bij) i=1,...,m
j=1,...,n

, λA := (λaij) i=1,...,m
j=1,...,n

,

*�	 A = (aij) i=1,...,m
j=1,...,n

, B = (bij) i=1,...,m
j=1,...,n

��� λ ∈ R.

'� � �" �� ���/�� 	 Rm,n ����� �������* &#�	. D��* ��* �� $��
	����-

�� ����!��� ��� ��	�&���� �	 , 	� &#�	� Rm,n ��� Rmn ����� �$�	�, � ��������

�����*����

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...

am1 am2 . . . amn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ 
→ (a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , am1, . . . , amn)

����� ��
��	�	�������. �	 ��$����* ��	�&��	 �	 Rm,n ����� 	 m × n ������

�� ��$����� ��	�&���, ����!��	 �	 A = (aij) ����� 	 −A = (−aij). �	 �+�	�	

{Iij ∈ Rm,n : i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}, *�	 	 ������ Iij "&�� *�� �� ��	�&��� �	 

��$�����, ���* ��* ��� �	��$� ��� !"�� (i, j), $���$� ���� “�	��” �� i−���

������ ��� �� j−��� �����, ��	����� ���� �	 Rm,n.

1 ������ AT := (bij) ∈ Rn,m �� bij := aji �"����� ��������� �	 ������ A =

(aij) ∈ Rm,n. ��"�� $������#��� ����� *�� ��� �	  ������	
	  ������ ��&+	 �

(A + B)T = AT + BT , (λA)T = λAT , (AT )T = A.

 �����������	�� ����
��

������ �� $��� ������	+ &#�	  $�� 	������� �	 ���*���	 $��� ������ �

��	�&��	 �	 &#�	 . 1������� *�� 	 �	�����������* ����/+ ������� 	����"-

�� �	�
�.

H���	+�� $+	 ������ A = (aij) ∈ Rm,n ��� B = (bij) ∈ Rn,�, *�	 	 $�+���	

"&�� �	 �$�	 ���!	 �����#� �� �	 ���!	 ����#� �	 ��#�	 . 1 m × � ������ C

�� ��	�&��� cij, cij = ai1b1j +ai2b2j + · · ·+ainbnj, �������� ����	��� ��� ������� A ���

B ��� � ��	������� �� AB. D
���	+�� ��� ��	�	&� �	 �����#��� ��	 ���	�* *��

"&�� ������� � ����� �� ��� 	�	�� ���
"�	 �� �	  ������ ��	 �&�������* �	 

���	�"�	 �	 · ������ �	BA ��	��� �� ��� 	������� (��� $�� 	������� �� 	� ������

$�� ����� ����������	�) ����, ��*�� ��� ���� ��������� �	 	�������, ��	��� ��
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����� $��
	�����* �	 AB. R��’ ������ "&	 ��(
1 0

0 0

) (
0 1

0 0

)
=

(
0 1

0 0

)
, ��#

(
0 1

0 0

) (
1 0

0 0

)
=

(
0 0

0 0

)
.

�	���	 �� ��*��, *�� 
������� ��� ��* �	 ���� ���	 ����$�����, *�� �	 ���*���	

$+	 �� ��$����#� ������� ��	��� �� ����� 	 ��$����* ������.

�$��� 4.2 "��� A,A′ ∈ Rm,n, B,B′ ∈ Rn,�, C, C ′ ∈ R�,r 
�� λ ���� ���	���
��

���	��. #��� ��$����:

i. !� ���	�����
�� ��	��

A(B + B′) = AB + AB′

(A + A′)B = AB + A′B.

ii. A(λB) = (λA)B = λ(AB).

iii. A(BC) = (AB)C (�����������
�� ��	��).

iv. (AB)T = BT AT .

%�������. �� i. ��� ii. ����� ��	
���.

iii. ;��� A = (aij) ��� B = (bij). �*�� AB = (c′
ij), ��

c′
ij :=

n∑
µ=1

aiµbµj,

��� (AB)C = (dij), ��

dij :=
�∑

ν=1

c′
iνcνj =

�∑
ν=1

( n∑
µ=1

aiµbµν

)
cνj .

D���� ��&+�� BC = (c′′
ij), ��

c′′
ij :=

�∑
ν=1

biνcνj,

��� A(BC) = (d′
ij), ��

d′
ij :=

n∑
µ=1

aiµc
′′
µj =

n∑
µ=1

aiµ

( �∑
ν=1

bµνcνj

)
.

% ���# (AB)C = A(BC).
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iv. ;��� A = (aij) ��� B = (bij). �*�� AB = (cij), ��

cij :=
n∑

µ=1

aiµbµj,

��	�"�� ��� (AB)T = (c′
ji), �� c′

ji = cij.

D���� ��&+�� BT = (b′
ij), �� b′

ij = bji ��� AT = (a′
ij), �� a′

ij = aji, ��� BT AT =

(dij) ��

dij :=
n∑

ν=1

b′
iνa

′
νj =

n∑
ν=1

bνiajν =
n∑

ν=1

ajνbνi = cji = c′
ij,

� ���# (AB)T = BT AT .

4.3. 
#�$#���

4.1. ��	$��/�� *�� 	� ��	�&��#$�� �����&�������	� �����#� �� �	�
� iii. ��� iv.

��	�+��	 � $�� ����������"�� �
���	�� �����&�������#� �� �	�
� i. ��� ii.,

��. �	� 1����* 4.1.

4.2. H���	+�� �� $���+����� a1 := (0, 0, 1, 2, 0), a2 := (1, 3, 0, 2, 5), a3 := (2, 6, 1, 4, 5)

��� a4 := (2, 6, 0, 4, 4). ��	�$�	����� �� $������� �	 �������	+ &#�	 , �	� 	�	�	

�����	 � �� a1, a2, a3, a4, < a1, a2, a3, a4 >, ��!# ��� ��� ���� �	 .

4.3. ;��� a1 := (4, 3, 1, 2), a2 := (5, 7, 0, 1), a3 := (1, 5, 3, 5) ��� a4 := (0, 1, 4, 6).

D/������ ���� �*�	� �� $���+����� a1, a2, a3, a4 ����� �������� ���/������.

4.4. H���	+�� n $���+����� a1, . . . , an �	 Rn. ��	$��/�� *�� �	 �+�	�	 {a1, . . . , an}
��	����� ���� �	 Rn, �� ��� �*�	 �� 	 n × n ������ �� �����" a1, . . . , an,⎛

⎜⎜⎜⎜⎝
a1

a2

...

an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

��	��� �� ��	�&��#$�� �����&�������	+ �����#� �� �����&������!�� �� "���

��� ��������* ������ A, $���$� �"�	�	� #��� aij = 0 ��� i > j, i, j = 1, . . . , n, ��

*�� �� $���#��� ��	�&��� �	 �� ��$�����.
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4.5. ��	�$�	����� ��� ���� �	 &#�	 L(R5), *�	 � �������� �����*���� L :

R5 −→ R4 	������� � �/�: Lx := (2x2 + 4x4, x3 + x5 − x4, x2 − x1, 3x2 − x3 + x4)

��� x = (x1, x2, x3, x4, x5).

['�������: ��	
��# "&	 �� Lx = x1(0, 0,−1, 0) + x2(2, 0, 1, 3) + x3(0, 1, 0,−1)+

x4(4,−1, 0, 1). D�	�"��, 	 &#�	 L(R5) ����� 	< (0, 0,−1, 0), (2, 0, 1, 3), (0, 1, 0,−1),

(4,−1, 0, 1) > . �����, � ���#, �� ��	�$�	���	 �� ��� ���� �	 &#�	 , �	� 	�	�	

�����	 � �� $���+����� (0, 0,−1, 0), (2, 0, 1, 3), (0, 1, 0,−1), (4,−1, 0, 1).]

4.6. ;�� n × n ������ A = (aij) �"����� ��� ������
��, �� �� ��	�&��� �	 ����

��* �� $���#��	 ����� ��$�����, $���$� aij = 0 ��� i > j. ��	$��/�� *�� �	 ���*���	

$+	 ��� ��������#� n × n ������� ����� ����� ��� ��������* ������.

4.7. ;�� n×n ������A = (aij) �"����� ���������, �� �� �� $���#��� ��	�&��� �����

��$�����, $���$� aij = 0 ��� i �= j. ;��� B "�� n × n ������. �� � �������, �	�	

����� $���$� �	 ��	�"�����, *��� �	����������	 �� �	� ������ B ��* ��������

�� "��� $���#��	 ������ A ��� �� *��� �	� �	����������	 �� ��* $�/��;



5. �������&� 
"������#��� ��� �������

%� � �* �	 ��
����	 �������� �&"��� ����/+ �������#� �����	������ ��� ��-

�����. �$������� !� $	+�� *�� ��!� �������� �����*���� ����/+ �������#� &#���

��������"�� $������� ��	��� �� �������
�� �� "��� ������. %� � �* �	 ���	-

�* 	
�������, �� ��������* ��!�*, � ������ ������� ��� ������� ��� ��������

�������.

5.1. 0 "������ ���� �������$� �"������#�/�

H���	+�� $+	 �������	+ &#�	  ��������"�� $������� ��� $+	 � &	+��,

���� ���!��", ����� �	 . L�� !� $	+�� �� � �� ��� ��*����, ��!� ��������

�����*���� ����/+ � �#� ��� &#��� �������
���� ��* "��� ������, ���, �������	-


�, �� ��!� ������, ���������� $���������, ������	�&�� ��� �"�	�� �����*����.

D���� !� $	+�� *�� 	 ������ �� �+�!��� $+	 �������#� �����	������ ����� �	

���*���	 ��� ������	�&�� �������.

;��� X ��� Y $+	 �������	� &#�	� ��������"�� $�������, dim X = n ���

dim Y = m. H���	+�� ��� $+	 ����� B = {x1, . . . , xn} ��� B′ = {y1, . . . , ym} ��� X

��� Y, ������	�&�.

;��� �#�� L ��� �������� �����*���� ��* �	� X ��	� Y, L : X −→ Y. ���

j = 1, . . . , n, "&	 �� Lxj ∈ Y, � ���#

Lxj =
m∑

i=1

aijyi

�� �	�	������� 	����"�	  ���������	+ ���!�	+ aij . 1 ������

A = (aij) i=1,...,m
j=1,...,n

�"����� ����
�� ��� L �� ��� ��� ������ B 
�� B′.

�������	
�, /����#��� ��* "��� m × n ������ A = (aij) i=1,...,m
j=1,...,n

, ��� !"�	���

ỹj :=
∑m

i=1 aijyi, �+�
��� �� ��� ��*���� 3.2  ���&�� �����# ��� ��������

57



58 5. �E�''�7D% ��D�71��%D�% 7�� ����7D%

�����*���� ����/+ X ��� Y, ��� 	�	�� � ��	���	 �� �� LA, �"�	�� #��� LAxj =

ỹj, j = 1, . . . , n, $���$�

LAxj =
m∑

i=1

aijyi, j = 1, . . . , n.

L��� �	��*� �� ��!� "��� ��* �	  �������	+ &#�	  ��������"�� $������� X

��� Y ��	��!	���	 �� ��� ����, �*�� �� ��!� �������� �����*���� L : X −→ Y

������	�&�� "�� dim Y × dim X ������, ��� �� ��!� dim Y × dim X ������ ����-

��	�&�� ��� �������� �����*���� L : X −→ Y.

��� $��
	�����" �����, ���� �$�� �����*���� ������	�&	+� ������ $��
	����-

�	� ������.

;��� X,Y, Z ���� �������	� &#�	�, dim X = n, dim Y = m, dim Z = �, ���

B1 = {x1, . . . , xn}, B2 = {y1, . . . , ym} ��� B3 = {z1, . . . , z�} ����� ��� X,Y ��� Z,

������	�&�. ;��� L : X −→ Y ��� M : Y −→ Z $+	 �������" �����	�����,

��� A ∈ Rm,n 	 ������ �� L � ��	 B1,B2 ��� B ∈ R�,m 	 ������ �� M � ��	

B2,B3. ;��� C 	 ������ �� M ◦ L � ��	 B1 ��� B3. �*��, �� A = (aij), B =

(bij), C = (cij), ��&+��:

Lxj =
m∑

i=1

aijyi, j = 1, . . . , n,

Myi =
�∑

k=1

bkizk, i = 1, . . . ,m,

(M ◦ L)xj =
�∑

k=1

ckjzk, j = 1, . . . , n.

D����*�!��� "&	 ��

(M ◦ L)xj = M(Lxj) = M
m∑

i=1

aijyi =
m∑

i=1

aijMyi

=
m∑

i=1

aij

( �∑
k=1

bkizk

)
=

�∑
k=1

( m∑
i=1

bkiaij

)
zk,

� ���# C = BA.

 ������	� 5.1 ;��� L : R3 −→ R2, L(x1, x2, x3) := (x1 + x2 − x3, 2x1 + x3),

�� x = (x1, x2, x3). 1 ������ �� �������� �����	����� L � ��	 �� ���	���"
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����� ��� R3 ��� R2 ����� (
1 1 −1

2 0 1

)
.

;��� �#�� B := {(1, 0,−1), (1, 1, 1), (1, 0, 0)} ��� B′ := {(1, 0), (0, 1)} ����� ��� R3

��� R2, ������	�&�. �*��

L(1, 0,−1) = (2, 1) = 2(1, 0) + (0, 1)

L(1, 1, 1) = (1, 3) = (1, 0) + 3(0, 1)

L(1, 0, 0) = (1, 2) = (1, 0) + 2(0, 1)

��	�"�� 	 ������ �� L � ��	 B ��� B′ �����(
2 1 1

1 3 2

)
.

5.2. ��-��� ���� �������$� �"������#�/�, �#����;�#���, �����$ �#�/�

%� � �� ��� ��*���� !� 	���	 �� �	 ��!�* ��� �������� �����	�����, ��

��$�	 	����	+ "��� &#�	 ��������"�� $�������, ��� !� �������	 �� ��	�	�
�-

��	+, $���$� ��
��	�	������� �������" �����	�����, ����/+ �������#� &#-

���. ��*�� !� �����	 �� ��� �������"<��	  ������, ��� !� ���
��!	+�� ����

������ ����� �� "��� &#�	 ��������"�� $�������.

!��	�� 5.1;��� X,Y $+	 �������	� &#�	�. '�� �������� �����*���� L : X −→
Y �"����� ���	����	��, �� ����� ��
��	�	�������, $���$� "�� ��	 "�� ��� ���.

�� ����/+ $+	 �������#� &#��� X ��� Y  ���&�� "�� ��	�	�
���*, �*�� � �	�

�"�	���� ���	����.

!��	�� 5.2 ;��� X,Y $+	 �������	� &#�	�, dim X < ∞, ��� L : X −→ Y

��� �������� �����*����. 9��	�� �� L �"����� � $������� �� ���*�� �� L,

��!�*(L) = dim �mL.

'�� �������� �����*���� L : X −→ Y, dim X = dim Y < ∞, �����, ��	
��#,

�����# �*�� ��	�	�
���*, �� ��!�*(L) = dim Y (= dim X).

;��� X "�� �������* &#�	 ��� {x1, . . . , xn} ��� ���� �	 X. �*�� ��!�

x ∈ X ��	��� �� ���
�� �	�	������� � �������* � �$ ���* ��� x1, . . . , xn,

x = α1x1 + · · · + αnxn, �� ���������	+ ���!�	+ α1, . . . , αn. 1� ���!�	� α1, . . . , αn

�"�	���� ���������� � ��������	���� �	 x � ��	 �� x1, . . . , xn.
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;��� A = (aij) i=1,...,m
j=1,...,n

"�� m × n ���������* ������, ��� 	� �������	� &#�	�

Rn ��� Rm �� �� ���	���" �	  ����� B = {e1, . . . , en} ��� B′ = {e′
1, . . . , e

′
m}. �� ��

$���+����� ���Rn ���Rm �� ���<	 �� � �����, �*�� ��� �� �������� �����*����

LA �	 ������	�&�� ��	� ������ A � ��	 �� ����� B ��� B′ ��&+�� LAx = Ax, ���

��!� x ∈ Rn, �
	+

Aej =

⎛
⎜⎜⎝

a1j

...

amj

⎞
⎟⎟⎠ = a1j

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

0
...

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ + · · · + amj

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0
...

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

m∑
i=1

aije
′
i, j = 1, . . . , n.

@���� ���*���	 ���
	 �� A ���� ��� LA, $���$� � ��	���	 �� �� A �*�	 �	�

m × n ������ *�	 ��� �� �������� �����*���� LA : Rn −→ Rm, x 
→ Ax.

;��� X "�� �������* &#�	 ��� {x1, . . . , xn} ⊂ X. �*��, �+�
��� �� ���

��*���� 3.1,  ���&�� �����# ��� �������� �����*����

Rn −→ X

(α1, . . . , αn) 
→ α1x1 + · · · + αnxn.

� �������� � �� �����*���� �����, *�� $������#��� ����� �+�	��, ��	�	�
���*

�����# �*��, �� {x1, . . . , xn} ����� ���� �	 X.

;��� X,Y $+	 �������	� &#�	�, dim X = n, dim Y = m, ��� L : X −→ Y ���

�������� �����*����. %�	�* �� �$# ����� �� $#�	 �� ��� �"!	$	 ��	�$�	����	+

��� ���� �� ���*�� �� L, �mL. 7��’ � �*� �	� ��*�	 ��	�$�	���	 �� 
 ����

��� �� $������� �� ���*�� �� L, 	�*��, �� �� �	�!��� �	 �+�	 ��� $���������,

��� �� $������� �	 � ���� �� L. ;��� B = {x1, . . . , xn} ��� B′ = {y1, . . . , ym}
����� ��� X ��� Y, ������	�&�, ��� A ∈ Rm,n 	 ������ �� L � ��	 B,B′. �*��

	���	 �� �� �������" �����	�����,
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L1 : X −→ Rn

xi 
→ ei, i = 1, . . . , n,

A : Rn −→ Rm

x 
→ Ax,

L2 : Rm −→ Y

e′
i 
→ yi, i = 1, . . . ,m,

*�	 {e1, . . . , en} ��� {e′
1, . . . , e

′
m} 	� ���	���" ����� ��� Rn ��� Rm, ������	�&�.

%����#�	 �� *�� �	�	�*�� 	������ ��� �����*���� L1 �*�	 ��� �� x1, . . . , xn, � ��

�����, �+�
��� �� ��� ��*���� 3.1, ���# 	����"�� �� *�	� �	� X· ������	�&�

��&+	 � ��� ��� ��� �����*���� L2. �#�� "&	 ��

(L2 ◦ A ◦ L1)xj = (L2 ◦ A)(L1xj) = (L2 ◦ A)ej = L2(Aej)

= L2(a1je
′
1 + · · · + amje

′
m) = a1jL2e

′
1 + · · · + amjL2e

′
m

= a1jy1 + · · · + amjym = Lxj, j = 1, . . . , n,

��	�"�� L2 ◦ A ◦ L1 = L.

D���$� L1(X) = Rn ��� � L2 ����� ��	�	�
���*, ����� ��  �	�	���	 �� ���

���� {v1, . . . , v�} �	 A(Rm), 	�*�� �	 �+�	�	 {L2v1, . . . , L2v�} !� ��	����� ����

�	 L1(A(Rn)), ��� �	 L(X). 7��’ � �*� �	� ��*�	 ����+&��� �� ������	 �� �	

��*����� �� ��	 ��*�	 !	 ��$��* ��*�����: ;��� A ∈ Rm,n, A : Rn −→ Rm,

x 
→ Ax. �� ��	�$�	���!�� ��� ���� �	 A(Rn).

��� ��� �����*���� A ��&+��, ��	
��#, Aej = aj , *�	 aj ����� � j−��� �����

�	 ������ A, � ���# < a1, . . . , an >⊂ �mA. D/ ���	 , �� x ∈ Rn, �*�� x = λ1e1 +

· · · + λnen, ���

Ax = λ1Ae1 + · · · + λnAen = λ1a
1 + · · · + λnan,

$���$� Ax ∈< a1, . . . , an >, ��	�"�� �mA ⊂< a1, . . . , an > . % �	���� $���$�

"&	 �� �mA =< a1, . . . , an > . '�� ���� *�� �	 �������	+ &#�	 < a1, . . . , an >

��	�	+�� �� ��	�$�	���	 �� �+�	�� �� �� �"!	$	 ����	�
� �	 Gauss, �� ���

�
���*�	 �� ��	� ������ AT .
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%+�
��� �� �� ��	��	+����, 	 ��!�* �� �������� �����	����� A ����� 	

��!�* ����#� �	 ������ A, C%(A), ��. �	� 1����* 4.2, �	� 	�	�	 ���	+�� �����

���	� ��� ����
� A, ��!�*(A).

 ������	� 5.2;��� L : R4 −→ R5, L(x1, x2, x3, x4) := (0, x2−x3,−2x2+2x3, 2x1+

x2 + x3 + x4,−x1 − x3 + 2x4), �� x = (x1, x2, x3, x4). 1 ������ �� �������� ����-

�	����� L � ��	 �� ���	���" ����� ��� R4 ��� R5 �����

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

0 1 −1 0

0 −2 2 0

2 1 1 1

−1 0 −1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��� 
 ���� "&	 ��

AT =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 2 1

0 1 −2 1 0

0 −1 2 1 −1

0 0 0 1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

1 AT ����� �����	U�	$+���	 �	 ⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −2 1 0

0 0 0 1 2

0 0 0 0 −5

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

��� ��"�� � �������	 �� *�� 	 ��!�* �� L ����� 3, ��� *�� �	 �+�	�	

{(0, 1,−2, 1, 0), (0, 0, 0, 1, 2), (0, 0, 0, 0,−5)}

����� ���� �	 L(R4).

%�	 ��	�"����� �	 ��	�	 !�� $��&�	 �� *�� ��� �� ����� ��	�	�
���* ���

�������� �����*���� ����/+ &#��� �� �$�� ��������"�� $�������, ����� � ��

�� ����� ���� "�� ��	 "�� ���� ���. F���! ���	 �� *�� ����/+ �������#� &#���

$��
	������ $������� $��  ���&	 � 
 ���� ��	�	�
���	�. �	 ��	�"����� � �*

�� $���� ��� $ ���*���� ��� �� ��"�&	 �� ���� �*�	� ��� �������� �����*����

����� ��	�	�
���*.
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�$��� 5.1"���X 
�� Y ��� ��		�
�� $��� ��� ����� ������	���� ���������, dim X =

dim Y < ∞. %� L : X −→ Y ����� 	�� ��		�
� ����
�����, ���� ����� �������	�:

i. ; L ����� �����, ������ ��� ��� ���.

ii. ; L ����� �����, ������ ���.

iii. ; L ����� �	��	�����	����, ������ ���	����	��.

%�������. � ��*$��/� ����� ����� � �"���� �	 �+�	 ��� $���������

dim X = dim �mL + dimKerL,

��. H�#���� 3.1, ��� �� ��*���� 3.2, �+�
��� �� ��� 	�	�� � L ����� "����

�����# �*��, �� 	 � ���� �� ����"&�� �*�	 �	 ��$����* $��� ���.

%+�
��� �� �	 ��	��	+���	 ��	�"�����, ��� �������� �����*���� L : X −→
Y ����/+ $+	 �������#� &#��� X ��� Y, �� dim X = dim Y = n, ����� ��	�	�
�-

��*, �� ��� �*�	 �� 	 ��!�* �	 ������ �� L, $���$� 	 ��!�* ����#� � �	+ �	 

������, ����� ����� n.

 ������	��� 5.3

1. '�� �������� �����*���� L : R6 −→ R2 $�� ��	��� �� ����� ��	�	�
���*,

�
	+ 	� $�������� �	 ��$�	 	����	+ �� ��� �	 ��$�	 ���#� �� ����� $��
	��-

���".

2. D���� � �����*����L : R3 −→ R3, L(x1, x2, x3) := (x1+x2, 2x1+4x3, x1−x2+x3),

��	�	�
���*;

� L ����� ��	
��# �������� �����*���� ��� 	� $�������� �	 ��$�	 	����	+

�� ��� �	 ��$�	 ���#� �� ����� �$��. D����*�!���, 	 ������ A �� L � ��	

��� ���	���� ���� �	 R3 �����

A =

⎛
⎜⎝

1 1 0

2 0 4

1 −1 1

⎞
⎟⎠

��� 
 ���� "&	 ��

AT =

⎛
⎜⎝

1 2 1

1 0 −1

0 4 1

⎞
⎟⎠ .
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1 AT ����� �����	U�	$+���	 ���⎛
⎜⎝

1 2 1

0 −2 −2

0 4 1

,

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎝

1 2 1

0 −2 −2

0 0 3

⎞
⎟⎠ ,

��� 	 ��!�* �� L ����� ����, � ������� $���$� �� �� $������� �	 R3, ��	�"��

� L ����� ��	�	�
���*.

!��	�� 5.3;�� ����������* ������ A ∈ Rn,n �"����� �������<�	��, ��  ���&��

������ A′ ∈ Rn,n, �"�	�	 #��� �� ��&+�� A′A = AA′ = In.

��+�	�� ��*$��/� �� ��*���� ���������� �
������ �������, ��. ����-

�� 5.4.

�����$��#� 5.1 #� ������ GLn(R) ��� n × n �������<�	�� ����
��, GLn(R) :=

{A ∈ Rn,n : A �������<�	��} ����� 	� ���� ��� ������������	� ����
�� �	���.

D+�	�� �#�� 	$��	+��!� ��	 � ��"����� *�� 	 �������	
	 ��* �������"<�-

�	 ������ ����� �	�	������� 	����"�	:

����#�� 5.1 %� A ∈ Rn,n ���� �������<�	�� ����
��, ���� ���$�� �
���� ���� ����-


�� A′ ∈ Rn,n, ������� ���� �� ��$��� A′A = AA′ = In.

%�������. � ��*$��/� ����� ����� � �"���� �� ���������� 5.1 ��� �	 4����-

�	 1.1.

�	�, �+�
��� �� �	 ��	��	+���	 ��	�"�����, �	�	������� 	����"�	 ����-

���	
	 ��* �������"<��	 ������ A !� �	� � ��	���	 �� �� A−1.

%��� ��*�	 !� ��*���� $��	 �� "��� &����������* ��� �������"<��	  ����-

��:

�����#� 5.1 "��� ��������
�� n × n ����
�� A ∈ Rn,n ����� �������<�	��, �� 
��

	��� �� � ���	�� ��� A �� ��� ��� ������, C%(A), ����� n.

%�������. F�	!"�	 �� ���’ ��&�� *�� 	 ������ ����� �������"<��	, ��� "��� A−1

	 �������	
* �	 . �*�� 	� �����	����� A : Rn −→ Rn, x 
→ Ax, ��� A−1 :

Rn −→ Rn, x 
→ A−1x, ����� �������", ��� 	� ������	�&	� �����" �	  � ��	
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��� ���	���� ���� �	 Rn ����� A ��� A−1, ������	�&�. ��� �� �+�!��� A−1 ◦ A

��&+��:

A−1 ◦ A : Rn −→ Rn, (A−1 ◦ A)x = A−1(Ax) = (A−1A)x = Inx = x,

� ���# � A ����� "�� ��	 "��, 	�*��, ���� �	 4���� 5.1, ����� ��	�	�
���*, ���

��	�"�� "&	 �� C%(A) = n.

�������	
� �#��, �� C%(A) = n, �*�� � �����*���� A ����� ���, 	�*��, /���

�+�
��� �� �	 4���� 5.1, ����� ��	�	�
���*. D�	�"��  ���&�� � �������	
�

�����*���� �� A, � A−1. 1 ������ �� �����*���� A−1 ◦ A � ��	 ��� ���	����

���� �	 Rn ����� A−1A, ��� ����$� � A−1 ◦ A ����� � �� �*���� ��	� Rn !� "&	 ��

A−1A = In. �����# ������	�&� ��	$����+���� ��� *�� AA−1 = In.

%��� ��*�	 !� ��*���� $��	 �� ��� ����� � �!��� ��� �� ����� "�� �������-

���* ������ �������"<��	. �	 ��	�"����� � �* ���	 ������ ��$��
"�	�, �����

�"�	�	� ������ ��
����	���� � &�� ��� �
���	�". � �+�	�� ��*$��/� �
������

� ������, ��. ������ 6.2.

�����#� 5.2 "��� A ���� n × n ����
��, A ∈ Rn,n. %� ��$���

(5.1)
n∑

j=1
j �=i

|aij | < |aii|, i = 1, . . . , n,

���� � ����
�� A ����� �������<�	��.

������ �	 ����	�	�	+� ��� (5.1) �"�	���� �������� �������· � �#� �� �"��

*�� "&	 � ������ 
���$�
� ��������.

;��� X ��� Y $+	 �������	� &#�	� �� �$�� $�������, dim X = dim Y = n,

��� B1 = {x1, . . . , xn}, B2 = {y1, . . . , yn}, ����� ��� X ��� Y, ������	�&�. ;���

����� L : X −→ Y ��� ��
��	�	������� �������� �����*����. �� A ����� 	

������ �� L, �*��, *�� $������#��� ����� �+�	��, 	 ������ �� L−1, � ��	

�� �$�� �����, ����� 	 �������	
	 �	 A, A−1.

�����#� 5.3 "��� X 
�� Y ��� ��		�
�� $���, dim X = dim Y = n, 
�� B1 =

{x1, . . . , xn}, B2 = {y1, . . . , yn}, ������ ��� X 
�� Y, ��������$�. "��� ������ L :

X −→ Y 	�� �	��	�����	���� ��		�
� ����
�����. %� A ����� � ����
�� ��� L, ����

� ����
�� ��� L−1, �� ��� ��� ����� ������, ����� A−1.
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%�������. ;��� B 	 ������ �� L−1. �*��, 	 ������ �� �����*���� L ◦ L−1,

� 	�	�� ����� 
 ���� � �� �*���� ��	� X, ����� AB, � ���# AB = In. �����#

������	�&� ��"��� ����� *�� ��� BA = In, 	�*�� B = A−1.

%����� ������. %�� � �"&��� !� ��&	��!	+�� �� ��� ������ �����. % ������-

�"��, !� �� ����&	����� �	 �/� ��*�����: ;��� X "�� �������* &#�	, ���

{x1, . . . , xn} ��� {y1, . . . , yn} ����� �	 X. �� x ∈ X, x = α1x1 + · · · + αnxn, �*��

�	�� ����� 	� � ����#�� �	 x � ��	 �� ���� {y1, . . . , yn};

%��� ���/� �� y1, . . . , yn $��	���� � �������	� � �$ ���	� ��� x1, . . . , xn· ���

� �*� �	 �*�	 !� ��&	��!	+�� �� �	 ����"�� ��*����� �� � �� ��� ��$��� ����-

�����. ;��� �	��*�

yj =
n∑

i=1

aijxi, j = 1, . . . , n.

�� β1, . . . , βn ����� 	� (������� ��	 �	 ���*�) � ����#�� �	 x� ��	 y1, . . . , yn,

!� "&	 ��:

x =
n∑

j=1

βjyj =
n∑

j=1

βj

( n∑
i=1

aijxi

)

=
n∑

i=1

( n∑
j=1

βjaij

)
xi =

n∑
i=1

( n∑
j=1

aijβj

)
xi ,

� ���#, ��

A :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...

an1 an2 . . . ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

"&	 ��

(5.2)

⎛
⎜⎜⎝

α1

...

αn

⎞
⎟⎟⎠ = A

⎛
⎜⎜⎝

β1

...

βn

⎞
⎟⎟⎠ .
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H"�	 �� �#��

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

...
...

...

bn1 bn2 . . . bnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

�� ������	� � �� �� 
	�� ������ B ���

xj =

n∑
i=1

bijyi, j = 1, . . . , n,

���, *�� ���� (5.2), !� "&	 ��

(5.3)

⎛
⎜⎜⎝

β1

...

βn

⎞
⎟⎟⎠ = B

⎛
⎜⎜⎝

α1

...

αn

⎞
⎟⎟⎠ .

��* �� (5.2) ��� (5.3) ������	 �� ��"��

(5.4)

⎛
⎜⎜⎝

β1

...

βn

⎞
⎟⎟⎠ = BA

⎛
⎜⎜⎝

β1

...

βn

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

α1

...

αn

⎞
⎟⎟⎠ = AB

⎛
⎜⎜⎝

α1

...

αn

⎞
⎟⎟⎠ .

4*�� �	 *�� � (5.4) ��&+�� ��� � &*��� $���+����� (α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn) ∈ Rn,

� �������	 �� *�� B = A−1, ��� � (5.3) ���
���� ��� �	�
�

(5.5)

⎛
⎜⎜⎝

β1

...

βn

⎞
⎟⎟⎠ = A−1

⎛
⎜⎜⎝

α1

...

αn

⎞
⎟⎟⎠ .

��� �� �������	 �� ��	 ��&��* �� ��*�����, �	��*�, ����� �� ��	�$�	���	 ��

�	� ������ A−1. '� � �* �	 !"�� !� "&	 �� ��� � ������ �� ��&	��!	+�� ��� � -

�"&���.

%����#�	 �� ����� *�� � (5.5) ���
���� ��	$+���� ��� �	�
�

(5.6) A

⎛
⎜⎜⎝

β1

...

βn

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

α1

...

αn

⎞
⎟⎟⎠ .

� �&"�� � �� ����� �	�+ ��������*���� ��� ��� ���/�, *�� !� $	+�� ��� � -

�"&���, �
	+ 	  �	�	����* �	 (β1, . . . , βn) ������� �#�� �*�	 ��� ���� �� ��*
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�������	+ � ������	, ��� ��� 	�	�� �����"��	 �� ��	 ��*���	 7�
����	, ����

*&� ��� �������	
� ��* ������. ���*���� !� $	+�� *�� � �������	
� ��* ������

����� �	�+ $������*���� $��$������ ��* ��� ���� �� ��* �������	+ � ������	.

5.3. 
#�$#���

5.1. D/������ ���� �*�	� � �����*���� L : R3 −→ R4, L(x1, x2, x3) := (x1, x1 +

x2 − x3, 3x1 + 5x2, 4x2 − 2x3), ����� ��������. ��	�$�	����� �	� ������ �� L �

��	 �� ���	���" ����� ��� R3 ��� R4, �	 ��!�* �� ��� ��� ���� �	 �������	+

&#�	 L(R3).

5.2. ;��� L � �����*���� L : R3 −→ R2, L(x1, x2, x3) := (x1 + 2x2 + 3x3, x2 −
2x3), ��� B := {(1, 2, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 1)} ⊂ R3. D���� �	 �+�	�	 B ���� �	 R3;

��	�$�	����� �	� ������ �� L � ��	 B ��� ��� ���	���� ���� �	 R2.

5.3. D/������ ���� �*�	� � �������� �����*���� L : R4 −→ R4, L(x1, x2, x3, x4) :=

(x1 + 2x2 + 4x3, x1 + 3x3 + 2x4, 2x1 − x2 − x3 + 4x4,−5x1 + 7x2 − 3x3 + x4), �����

��	�	�
���*.

5.4. ��	$��/�� *�� �	 �+�	�	 GLn(R) ��� n×n �������"<���� �������, GLn(R) :=

{A ∈ Rn,n : A �������"<��	} ����� �� ���/� �	� �	�����������* ������� 	��$�.

5.5. ;��� X,Y $+	 �������	� &#�	�, ��� "��� *�� ��� �������� �����*���� L :

X −→ Y ����� ��	�	�
���*. �� x1, . . . , xn ����� $���+����� �	 X, ��	$��/�� *��,

�� �� Lx1, . . . , Lxn ����� �������� �/�����"��, �*�� ��� �� x1, . . . , xn ����� ��������

�/�����"��.

5.6. H���	+�� �� �������� �����*���� L : R3 −→ R3, L(x, y, z) := (x+2y−z, y+

2z, 3x + z). D/������ ���� �*�	� ��&+	 � �� ��*�	 !�:

i. �� x1, x2 ∈ R3, ��� �� Lx1, Lx2 ����� �������� �/�����"��, �*�� ��� �� x1, x2 �����

�������� �/�����"��.

ii. �� x1, x2, x3 ∈ R3, ��� �� Lx1, Lx2, Lx3 ����� �������� �/�����"��, �*�� ��� ��

x1, x2, x3 ����� �������� �/�����"��.



6. ��������  '#�$����

%� � �* �	 ��
����	 �������� �������� � �������, $���$� �������" “�/��#-

���” ����/+ &#��� ��������"�� $�������. �"�� ��* �� !�������� �	  ����-

���, �������� � ������� ��
����	���� �	�+ � &�� ��� �
���	�", � ��	�"�����

�� �+�� �	�+��	��� ��	�������� ��������, ���� ���*��, ���� ���� �� ������-

�#� � ��������.

;��� m ��� n $+	 
 ���	� ���!�	�, aij ∈ R, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, ���

bi ∈ R, i = 1, . . . ,m. ;�� �+����� �/��#���� �� �	�
�

(6.1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

�"����� ��		�
� �����	� �� ���#��	  x1, . . . , xn. 1 ������ A,

A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn

⎞
⎟⎟⎠ ,

�"����� ����
�� ����������� � ���# ����
�� �	 �������	+ � ������	 (6.1). �	

$��� ��� b,

b :=

⎛
⎜⎜⎝

b1

...

bm

⎞
⎟⎟⎠ ∈ Rm ,

�"����� ������� ��� �	 � ������	 (6.1). '�

x :=

⎛
⎜⎜⎝

x1

...

xn

⎞
⎟⎟⎠ ∈ Rn

69
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�	 �+����� (6.1) ���
���� ��� �	�
�

(6.1′) Ax = b.

;�� $��� ��� x ∈ Rn �"����� ���� �	 � ������	 (6.1), �� ��&+�� Ax = b.

���� ��	&����	 �� ��� ���"�� �������#� � ��������, �����#�	 �� *�� �	

�������* �+����� (6.1) ���
���� ��	$+���� ��� �	�
�

x1

⎛
⎜⎜⎝

a11

...

am1

⎞
⎟⎟⎠+ · · · + xn

⎛
⎜⎜⎝

a1n

...

amn

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

b1

...

bm

⎞
⎟⎟⎠ .

� �* �� 	$���� ��"�� �� "�� �	�+ �+�	�	 ���, �&�$*� �� �	�	���, � ��"�����,

�	 	�	�	 *�� � ������ 	 �������� ���� �����*��� �	 �����&	�"�	 � �	+ �	 

7�
����	 , $���$� ��	 *�� �	 �������* �+����� (6.1) "&�� �����# �*�� �+��, ��

�	 $��� ��� b ��	��� �� ���
�� � �������* � �$ ���* ��� ����#� �	 ������

A �	 � ������	.

6.1. 0�����$ �������� #'#�$����

7��’ ��&�� !� ��&	��!	+�� �� �	����� �������� � �������, $���$� �� ����-

���� � ������� �� ���!��* *�	 ��$"�,

(6.2)

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0 .

=��� ������ �	 �������	+ � ������	 (6.2) �"����� �	 �+�	�	 Λ := {x ∈ Rn :

Ax = 0}. %� � �� ��� ��*���� !� $	+�� $��
	�� �$�*���� �	 &#�	 �+���� 	�	-

���#� �������#� � ��������.

%�� � �"&��� !� $	+�� *�� 	 &#�	 �+���� �	 	�	���	+ �������	+ � ���-

���	 (6.2) ����� �������* &#�	, ��� !� ��	�$�	���	 �� ��� �&"�� ����/+ ��

$������� �	 ��� �	 ��!�	+ �	 ������ A.

�����#� 6.1 "��� A = (aij) ���� m × n ����
��. ! $��� ������ ��� �	�������

��		�
�� �����	���� (6.2), Λ := {x ∈ Rn : Ax = 0}, ����� ���$��� ��� Rn, 
�� ���

�� �������� ��� ��$��� dim Λ = n − ��!�*(A).
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%�������. 1 Λ ����� ��	
��# 	 � ���� �� �������� �����*���� A : Rn −→
Rm, x 
→ Ax. D�	�"�� 	 Λ �����  �*&��	 �	 Rn, ��� � ���	+���� �&"�� ��� ��

$������� �	 "����� ��* �	� �+�	 ��� $���������, ��. H�#���� 3.1.

%�	�* �� �#�� ����� �� $#�	 �� ��� �"!	$	 ��	�$�	����	+ *��� ��� �+����

��* �������	+ � ������	. %��� ��������� ��* 	�	���	+ �������	+ � �����-

�	, ����� �� ��	�$�	���	 �� ��� ���� {u1, . . . , u�} �	 &#�	 �+��#� �	 Λ, �
	+,


 ����, � ���� ��!	����� ����� �	 �������* &#�	.

C����* �*�	 ��� $��$������ ���� �� �������#� � �������� ������ �	 ��*-

�	 !	 ��	�"�����:

�$��� 6.1 "��� A ����m × n ����
�� 
�� S ���� �������<�	��m × m ����
��. #���

�� ��		�
� �����	��� Ax = 0 
�� (SA)x = 0 �$��� ���� ������ $���� ������.

%�������. ;��� x ��� �+�� �	 �������	+ � ������	 Ax = 0. �*��, (SA)x =

S(Ax) = S0 = 0, $���$� �	 x ����� �+�� ��� �	 $�+���	 � ������	.

�������	
� �#��, "��� x ��� �+�� �	 (SA)x = 0. �*��, Ax = (S−1S)Ax =

S−1(SAx) = S−10 = 0, $���$� �	 x ����� �+�� ��� �	 ��#�	 � ������	.

!��	�� 6.1 =+	 �������� � ������� Ax = b ��� Bx = c �"�	���� �������	�, ��

��!� �+�� �	 ��* ����� ��� �+�� �	 ���	 .

��A "��m×n ������ ��� S "�� �������"<��	m×m ������, �*��, �+�
���

�� �	 4���� 6.1, �� �������� � ������� Ax = 0 ��� SAx = 0 ����� ��	$+����.

H���	+�� �#�� ������ Si(λ), Qj
i ∈ Rm,m, i, j = 1, . . . ,m, j �= i, �� λ �= 0, ��

�/� �	�
�

(6.3) Si(λ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0
. . .

1

λ

1
. . .

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,
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$���$� "��� $���#��	 ������ �� λ ��� !"�� (i, i) ��� �	��$� *�� �� ���� ��	�&���

�� $������	 , ���

(6.4) Qj
i =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0
. . .

1 1
. . .

1
. . .

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

$���$� "��� ������ �� �	��$� ��� $���#��	 ��� ��� !"�� (i, j) ��� ��$����� *��

�� ���� ��	�&��� �	 . ��"�� $������#�	 �� *�� 	� ������ � �	� ����� �������"-

<��	�, ��� 	� �������	
	� �	  �����
(
Si(λ)

)−1
= Si(

1
λ
) ���

(
Qj

i

)−1
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0
. . .

1 −1
. . .

1
. . .

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

L�	� �
	�� �� $���� ��� ������� �� �	�
� (6.3) ��� (6.4), �+�	�� ��"�	 ��

*�� �	�����������* ��* ������ A ��* �������� �� �	� ������ Si(λ) ��������

�	�����������* �� i−��� ������ �	 A ��� λ, ��# �	�����������* �� �	�

������ Qj
i , ��� j �= i, �������� ��*�!��� �� j−��� ������ �	 A ���� i−���

������ �	 ,

Si(λ)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

...

ai

...

am

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

...

λai

...

am

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,
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Qj
i

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

...

ai

...

aj

...

am

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

...

ai + aj

...

aj

...

am

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

7��’ � �*� �	� ��*�	 ��
������ �	��*� �	  ��	�&��#$�� �����&�������	+ ����-

�#� �� �	�
� i. ��� ii. � �	�����������* ��* �������� �� "��� ��������	

������. D���������"�� �
���	�� �� $����, 
 ����, ��� �	  ��	�&��#$�� ����-

�&�������	+ �����#� �� �	�
� iii. ��� iv..

������ �� �	�
� (6.3) ��� (6.4) ��!# ��� 	� �������	
	� �	  ���	+���� ����-

$�������.

����	�� �� �	  ��	�&��#$�� �����&�������	+ �����#� �����	 �� �#�� ���

�	  ��	�&��#$�� �����&�������	+ ����#�.

!��	�� 6.2;��� "�� ������ A ∈ Rm,n. 1� ��*�	 !� ���������/�� ����#� �	 

A �"�	���� ����$������� 	����$�	����	�� ������ �	 A:

i. ��� "��� �� ��$����* ���������* ���!�* λ ��� ���	�	 j ∈ {1, . . . ,m}, ������!�-

��	+�� ��� j−��� ����� �	 A, ⎛
⎜⎜⎝

a1j

...

amj

⎞
⎟⎟⎠

�� ⎛
⎜⎜⎝

λa1j

...

λamj

⎞
⎟⎟⎠ ,

� ��	����

(. . . aj . . . ) 
−→ (. . . λaj . . . ) .

ii. ������!���	+�� ��� i−��� ����� �	 A �� �	 �!�	���� �� i−��� ��� ��

j−��� ����� �	 ,

(. . . ai . . . aj . . . ) 
−→ (. . . ai + aj . . . aj . . . ) .
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iii. ������!���	+�� ��� i−��� ����� �	 A �� �	 �!�	���� �� i−��� ��� �	 

�	��������	 �� j−��� ����� �	 ��� "��� ���������* ���!�* λ,

(. . . ai . . . aj . . . ) 
−→ (. . . ai + λaj . . . aj . . . ) .

iv. ���������	 �� ��� i−��� ��� �� j−��� ����� �	 A,

(. . . ai . . . aj . . . ) 
−→ (. . . aj . . . ai . . . ) .

%����#�	 �� *��, *�� ��� ���� ��������� ��	�&���$#� �����&�������#� ����-

�#�, 	� ��	�&��#$�� �����&�������	� ����#� iii. ��� iv. ��	�+��	 � �� ���������-

�"�� �
���	�� �����&�������#� �� �	�
� i. ��� ii..

D����, /��� *�� ��� ���� ��������� ��	�&���$#� �����&�������#� ����-

�#�, 	� ��	�&��#$�� �����&�������	� ����#� �� �	�
� i. ��� ii. ��	�	+� ��

��
���!	+� � �	�����������*, � �� �� 
	�� ��* $�/��, �� "��� ��������	 ��-

���� �� �	�
� (6.3) � (6.4). ����������, �	�����������* ��* ������ A ��* $�-

/�� �� �	� ������ Si(λ) �������� �	�����������* �� i−��� ����� �	 A ��� λ,

��# �	�����������* �� �	� ������ Qi
j, ��� j �= i, �������� ��*�!��� �� j−���

����� �	 A ���� i−��� ����� �	 ,

(a1 . . . ai . . . an)Si(λ) = (a1 . . . λai . . . an),

(a1 . . . ai . . . aj . . . an)Qi
j = (a1 . . . ai + aj . . . aj . . . an),

*�	 �� � �� ��� ���������, 
 ����, Si(λ), Qi
j ∈ Rn,n, i, j = 1, . . . , n, j �= i ��-

��������� *�� ���
��*����� ��	� �	����������* ��* $�/�� �� Qi
j ��� *&� �� Qj

i .

D���������"�� �
���	�� �� $����, 
 ����, ��� �	  ��	�&��#$�� �����&�����-

��	+ ����#� �� �	�
� iii. ��� iv..

H� $	+�� �#�� *�� 	 �	����������* ��* ������ �� ������ �� �	�
� (6.3)

��� (6.4), ���� ��* �������� ���� ��* $�/��, �
���� �	 ��!�* �	 ������ � ��	 ��

����� �����	���	.

�����#� 6.2 "��� A = (aij) ����m×n ����
��, 
�� Si(λ), Qj
i ����
�� ��� 	���� (6.3)


�� (6.4). #��� �� ����
�� Si(λ)A,ASi(λ), Qj
iA,AQj

i �$��� ��� ���� ���	� �� ��� ���

������ 	� ��� ����
� A.

%�������. 7��’ ��&��, �	�����������* �	 A ��* $�/�� �� "��� ������ Si(λ) �

Qj
i "&�� � � �"���� "��� ��	�&��#$� �����&�������* ����#� �	 A. D�	�"�� 	�



6.1. 1'1�D�� �E�''�7� %F%��'��� 75

$��� ������	� &#�	� �	  	�	�	  �����	 � 	� ����� ��� �������ASi(λ), AQj
i ���

A � �����	 �, � ���# ��� 	� $�������� �	  ����� �$��.

������ ��� "��� �������"<��	 m×m ������ S, "&	 ��, �� A = (a1 . . . an), SA =

(Sa1 . . . San), ���, ����$� � �����*���� S : Rm −→ Rm ����� ��	�	�
���*,

��&+��

dim < a1 . . . an >= dim < Sa1 . . . San >,

���	�* �	 ��	$����+�� ��� �	  �*�	��	 �"�	 �� ��*����.

H� $	+�� �#�� *�� 	 ��!�* ��* ������ � ��	 �� �����, � ���# ��� 	

��!�* �	 ������, ��� 	 ��!�* �	 � ��	 �� �����" � �����	 �, 	�*�� ���

� �"&��� !� ��	�	+�� �� ������ ���# ��� �	 ��!�* ��* ������.

�����#� 6.3 "��� A = (aij) ���� m × n ����
��. #��� � ���	�� ��� A �� ��� ���

������ ������� 	� �� ���	� ��� �� ��� ��� ��		��.

%�������. ;��� B "�� ��������* ������, �����	U�	$+���	 �	 A. �*��, ��	-


��#, 	� A ��� B "&	 � �	� �$�	 ��!�* � ��	 �� �����", ���, �����*�!���,

�+�
��� �� ��� ��*���� 6.2, "&	 � ��� �	� �$�	 ��!�* � ��	 �� �����, "���

r. �	� B ��	�	+�� �*��, �� ��������	  �����&�������	+ ����#�, 	� 	�	�	� �"-

���� �
��	 � �	� ��!�* �	 � ��	 �� ����� �����	���	, �� �	� ���<	 �� ���

�	�
�

(
Ir 0

0 0

)
,

��� ��"�� � �������	 �� *�� ��� 	 ��!�* �	 B � ��	 �� �����" ����� �����

r. D�	�"��, 	� ��!�	� �	 A, �*�	 � ��	 �� �����" *�	 ��� � ��	 �� �����,

����� r.

;��� �#�� "�� 	�	���" �������* �+����� Ax = 0 �� A ∈ Rm,n. �	 �+�����

� �* ����� ��	$+���	 �� "�� �+����� Bx = 0 �� B "��� ��������* ������,
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B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1j1 � . . .

b2j2 � . . .

b3j3 . . .
. . .

brjr . . .

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

*�	 	� ��#�� r �����" ����� �� ��$����", 	�  �*�	��� ��$����", ��� �� ��#��

ji − 1 ��	�&��� �� i−��� ������ ����� ����� ��$"�, ��� i = 1, . . . , r. %+�
��� ��

�� ��	����� 6.1 ��� 6.3, � $������� �	 &#�	 �+���� Λ �	 �������	+ � �����-

�	 Bx = 0, 	 	�	�	 �����, 
 ����, ��� &#�	 �+���� �	 Ax = 0, ����� n − r,

(6.5) dim Λ = n − r.

��	 ���	�	���� ��� � ��	����#�, ��� &��� ����	����* �� �����*����,  �	!"-

�	 �� *�� j1 = 1, . . . , jr = r, �
	+ � �* ��	��� �� ����� &!�� �� ��������� ��������

����#�, $���$� �� ��������� ���!���� ��� ���#����. 1 ������ B !� ����� �*��

�� �	�
�

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b11 � . . .

b22 � . . .

b33 . . .
. . .

brr . . .

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

'� µ := n − r ��� λ1, . . . , λµ ∈ R, ����� �+�	�	 �� $	+�� *��  ���&�� �����# "��

x ∈ Rn �� x = (x1, . . . , xr, λ1, . . . , λµ) ∈ Λ. ����������, � �/����� r �	 � ������	

Bx = 0 ����� brrxr +br,r+1λ1 + · · ·+brnλµ = 0, ���, �
	+ brr �= 0,  ���&�� �����# "��

xr �	 ����	�	��� � �� �� �&"��. ��* ��� �/����� r−1 ��	�$�	������� �	�	����-

��� �	 xr−1 ��� 	+�� ��!’ �/�, ���, �"�	, ��* ��� ��#�� �/����� ��	�$�	�������

�	�	������� �	 x1.
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;&	 �� $���$� ��� �������� �����*����

G : Rµ −→ Rn

(λ1, . . . , λµ) 
→ (x1, . . . , xr, λ1, . . . , λµ)

� 	�	�� ����� "�� ��	 "�� ��� ��� ��� 	�	�� ��&+�� G(Rµ) ⊂ Λ. D���$� � $��-

����� �	 Λ �����, ��	
��#, µ, �+�
��� �� �	� �+�	 ��� $��������� !� ��&+��

dim G(Rµ) = µ, � ���# G(Rµ) = Λ.

�� �	��*� {e1, . . . , eµ} � ���	���� ���� �	 Rµ, �*�� {G(e1), . . . , G(eµ)} ����� ���

���� �	 Λ.

 ������	� 6.1 H���	+�� �	 	�	���" �������* �+�����

(6.6)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x2 + 2x4 − x5 − 4x6 = 0

x3 − x4 − x5 + 2x6 + x7 = 0

x2 + 2x4 + x5 − 2x6 = 0

x3 − x4 + 2x6 − x7 = 0

x2 + x3 + x4 + x7 = 0 .

1 ������ � �������#� � �	+ �	 �������	+ � ������	 �����

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 2 −1 −4 0

0 0 1 −1 −1 2 1

0 1 0 2 1 −2 0

0 0 1 −1 0 2 −1

0 1 1 1 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

	 	�	�	 ����� �����	U�	$+���	 �� �	� ��������* ������

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 2 −1 −4 0

0 0 1 −1 −1 2 1

0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

D�	�"��, � $������� �	 &#�	 �+���� �	 �������	+ � ������	 Ax = 0 �����

µ = 7−��!�*(A) = 7−��!�*(B) = 7 − 4 = 3. �	 �+����� ����� ��	$+���	 ��	
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�	 �+����� Bx = 0, $���$� ��	 �	

(6.7)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x2 + 2x4 − x5 − 4x6 = 0

x3 − x4 − x5 + 2x6 + x7 = 0

x5 + x6 = 0

x6 + 2x7 = 0 .

'� x1 = λ1, x4 = λ2 ��� x7 = λ3 (����	���* ���*��: ���� ��#��, ���� �"�����

��� ���� "�$	�� ����� �	 B $�� ��
����	���� �� ��$����� ��	�&��� ��� �����

�� �������) "&	 �� ��* � �* �	 �������* �+�����

(6.8)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x6 = −2x7 = −2λ3

x5 = −x6 = 2λ3

x3 = x4 + x5 − 2x6 − x7 = λ2 + 5λ3

x2 = −2x4 + x5 + 4x6 = −2λ2 − 6λ3 .

1 &#�	 �+���� Λ ����� ��	�"�� � ���*�� �� �������� �����*����

G : R3 −→ R7

(λ1, λ2, λ3) 
→ (λ1,−2λ2 − 6λ3, λ2 + 5λ3, λ2, 2λ3,−2λ3, λ3) ,

� 	�	�� ����� "�� ��	 "��. '�

G(1, 0, 0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) =: u1

G(0, 1, 0) = (0,−2, 1, 1, 0, 0, 0) =: u2

G(0, 0, 1) = (0,−6, 5, 0, 2,−2, 1) =: u3 ,

"&	 �� ��	�"�� Λ =< u1, u2, u3 > .

�	 ���	�* � �* ��	��� ����� �� �	 $��� �#��� �� ���� �*��� � �/�: %+�
�-

�� �� ��� (6.8), �� � &��� �����"��	  λ1, λ2 ��� λ3, 	� �+��� �	 � ������	 (6.7)

���
	���� ��� �	�
� (λ1,−2λ2 − 6λ3, λ2 + 5λ3, λ2, 2λ3,−2λ3, λ3). �#��

(λ1,−2λ2 − 6λ3, λ2 + 5λ3, λ2, 2λ3,−2λ3, λ3) =

= λ1(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) + λ2(0,−2, 1, 1, 0, 0, 0) + λ3(0,−6, 5, 0, 2,−2, 1) =

= λ1u1 + λ2u2 + λ3u3 ,

$���$� Λ =< u1, u2, u3 > .
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6.2. 0��"����������� '"��/��� ��� �� ������$ �������� #'#�$����

%� � �� ��� ��*���� !� �������	 �� ������, *&� ���’ ������ 	�	����, ������-

�� � ������� ��� !� ������	 �� $��
	�� �$�*���� ��� �+��#� �	 .

;���

A ∈ Rm,n, x =

⎛
⎜⎜⎝

x1

...

xn

⎞
⎟⎟⎠ , ��� b =

⎛
⎜⎜⎝

b1

...

bm

⎞
⎟⎟⎠ .

�	 �������* �+����� Ax = b �"����� 	� �	������, �� b �= 0. �	 �+�	�	 �+����

{x ∈ Rn : Ax = b} $�� �����  �*&��	 �	 Rn, �� b �= 0.

!��	�� 6.3 ;��� X "�� �������* &#�	, ��� Y "��  �	�+�	�	 �	 X. �	 Y �"-

����� �	���������
�� ���$��� �	 X, ��  ���&	 � "�� y1 ∈ X ��� "��  �*&��	

Y1 �	 X, "��� #��� �� ��&+��

Y = y1 + Y1 := {y ∈ X : y = y1 + x, x ∈ Y1}.

H� $	+�� ��"�� �#�� *�� 	  �*&��	 Y1, �	 ������	�&�� �� ���	�	� 	�	��-

��������*  �*&��	 *�� ��	� ����"�� 	����*, 	������� �	�	�������· ����!���

�	 y1 ��	��� �� ����� "�� 	�	�	$��	�� ��	�&��	 �	 Y.

�$��� 6.2 "��� X ���� ��		�
�� $���, Y1 ���� ���$��� ���X 
�� y1 ∈ X. &�� ���

�	���������
� ���$�� Y := y1 + Y1 ��$����:

i. &�� 
��� y ∈ Y, Y = y + Y1.

ii. %� Y1, Y2 ���$��� ��� X 
�� y1, y2 ∈ X ���� ���� Y = y1 + Y1 = y2 + Y2, ����

Y1 = Y2 
�� y1 − y2 ∈ Y1.

%�������.

i. �
	+ y ∈ Y,  ���&�� x′ ∈ Y1 �"�	�	 #��� y = y1 + x′. ;��� �#�� u ∈ Y. �*�� �	 u

!� ���
���� ��� �	�
� u = y1 + x, �� x ∈ Y1, ��	�"�� u = y + (x − x′), ���, �
	+

	 Y1 ����� �������* &#�	, x − x′ ∈ Y1, $���$� u ∈ y + Y1 ��� Y ⊂ y + Y1.

�������	
�, �� u ∈ y + Y1, �*�� �	 u !� ���
���� ��� �	�
� u = y + x, ��

x ∈ Y1, ��	�"�� u = y1 + (x + x′), $���$� u ∈ y1 + Y1 = Y, � ���# y + Y1 ⊂ Y.

% ������������, y + Y1 = Y.

ii. ;��� Z := {u − u′ : u, u′ ∈ Y }. ��"�� $������#�	 �� *�� Z = Y1 ��� Z = Y2.

D�	�"�� Y1 = Y2.
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D����*�!���, ��* ��� ��*���� y1 + Y1 = y2 + Y2 � �������	 �� ��"�� *��

 ���&�� x ∈ Y1 �"�	�	 #��� y2 = y1 + x, 	�*�� y2 − y1 = x ∈ Y1.

%+�
��� �� �	 ��	��	+���	 ��	�"����� ��	�	+�� �#�� �� $#�	 �� �	� ��*-

�	 !	 	����*:

!��	�� 6.4;��� X "�� �������* &#�	, ��� Y, Y = y1 +Y1, "�� 	�	���������-

�*  �*&��	 �	 X.� �������� �	 Y 	������� � $������� �	 Y1, dim Y := dim Y1.

%�	 ��*���	 ��	�"����� $������ � �&"�� ����/+ 	�	����������#�  �	&#���

��� �	 &#�	 �+���� ��� �������� �/����� Lx = y, �� L ��� �������� ����-

�*����. D�$��� ��������� ����� 
 ���� �� �������� � �������, �� 	�	�� �� ���-

�&	�	+� �$#.

�����#� 6.4"���X,Y ��� ��		�
�� $��� 
�� L : X −→ Y 	�� ��		�
� ����
���-

��. &�� 
��� y ∈ Y, �� ������
−1

L (y) ����� ���� 
��� ���� ���� �	���������
�� ���$���

��� X. %� x ∈ −1

L (y), ���� ��$���

(6.9)
−1

L (y) = x + KerL.

%�������. �� �	 �+�	�	
−1

L (y) ����� ���*, $���$� �	 y ����� �"�	�	 #��� � �/�����

Lx = y �� ��� "&�� �+��, �*�� $��  ���&�� ���	�� ��	 ��*$��/�. ;��� �	��*�

*��
−1

L (y) �= ∅, ��� x ∈ −1

L (y). �� u ∈ −1

L (y), �*�� u = x + (u − x) ��� L(u − x) =

Lu − Lx = y − y = 0, ��� u − x ∈ KerL, $���$� u ∈ x + KerL.

�������	
�, �� u = x+x′ ∈ x+KerL, �*�� Lu = Lx+Lx′ = y +0 = y, � ���#

u ∈ −1

L (y).

����#�� 6.1 "��� A ∈ Rm,n 
�� b ∈ Rm. >����	� �� ��		�
� �����	� Ax = b 
��

�� ��������$� �	������, Ax = 0. "��� Λ := {x ∈ Rn : Ax = b} � $��� ������ ���
Ax = b, 
�� Λ′ := {x ∈ Rn : Ax = 0} � $��� ������ ��� ��������$�� �	�������
�����	���� Ax = 0. %� �� �����	� Ax = b �$�� ����, ������ Λ �= ∅, 
�� x ∈ Λ, ����

��$��� Λ = x + Λ′, ������ � Λ ����� ���� �	���������
�� ���$��� ��� Rn. *�����

��$��� dim Λ = n − ��!�*(A).

%�������. H���	+�� ��� �����*���� L : Rn −→ Rm, x 
→ Ax. �*�� "&	 ��

(6.10) Λ′ = KerL =
−1

L (0) ��� Λ =
−1

L (b)
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�� ��	���"����� �#�� "�	���� ��* ��� ��*���� 6.4· � �&"�� ��� �� $�������

��	$��&���� ���� ��*���� 6.1.

;��� Ax = b "�� �������* �+�����, A ∈ Rm,n ��� b ∈ Rm. 1 ������

(A, b) =

⎛
⎜⎜⎝

a11 . . . a1n b1

...
...

...

am1 . . . amn bm

⎞
⎟⎟⎠ ,

�"����� ������	���� ����
�� � �	+ �	 � ������	.

H� $	+�� �#�� *�� "�� �������* �+����� Ax = b (��� "�� � �������"�	 $��� -

��� b) "&�� �+��, �� ��� �*�	 �� 	 ������ �	 A ��� 	 ��� /��"�	 ������ �	 

(A, b) "&	 � �	� �$�	 ��!�*. � �* �������� ���# *�� 	� ����� �	 A �
’ ��* ���

	� ����� �	 A ���� �� �	 $��� ��� b �
’ ��"�	 �����	 � �	� �$�	 &#�	, 	�*��


 ���� �	 b !� ����� �������* � �$ ���* ��� ����#� �	 A, ���	�* �	 �����

��	$+���	 �� �	 �� "&�� �	 �������* �+����� Ax = b �+��.

*������ 6.1 #� ��		�
� �����	� Ax = b �$�� ����, �� 
�� 	��� �� ��!�*(A) =

��!�*(A, b).

%�������. %�	  ������ A ��� A′ := (A, b) ������	�&	+� 	� �����	�����

A : Rn −→ Rm, x 
→ Ax,

���

A′ : Rn+1 −→ Rm, x 
→ A′x,

������	�&�. ;��� {e1, . . . , en} ��� {e′
1, . . . , e

′
n+1} 	� ���	���" ����� ��� Rn ���

Rn+1. �*�� ��&+�� Ae1 = A′e′
1, . . . , Aen = A′e′

n, ��� A′en+1 = b. � �* �������� *�� b ∈
�mA′, ��� � ��#���� ����� ���� �*�	� ��&+�� b ∈ �mA. 7��’ ��&�� "&	 �� �mA ⊂
�mA′, ��� ��!�*(A) ≤ ��!�*(A′). % ���# � �&"�� ��!�*(A) = ��!�*(A′)

����� ��	$+���� �� ��� ��!�*(A) ≥ ��!�*(A′), $���$� �� ��� �mA′ ⊂ �mA.

%+�
��� �� �� ��	��	+���� � ���� ���� �&"�� ����� ��	$+���� �� ��� b ∈ �mA,

$���$� �� ��� +���/� �+�� �	 � ������	 Ax = b.

�$������� ��$��
"�	 �� ����� � ��������� ���� 	�	�� �	 �������* �+�����

Ax = b, A ∈ Rm,n ��� b ∈ Rm, "&�� �+�� ��� ��!� b ∈ Rm, $���$� � �����*����

A : Rn −→ Rm, x 
→ Ax, ����� "
���, $���$� ���. � �* � �������, 
 ����, *���

	� ����� �	 A �����	 � *�	� �	� Rm, $���$� *��� 	 ��!�* �	 A ����� m.
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�$��� 6.3 "��� A ����m × n ����
��. #��� �� ��		�
� �����	� Ax = b �$�� ���� ���


��� b ∈ Rm, �� 
�� 	��� �� � ���	�� ��� A �����m, ��!�*(A) = m.

%�������. F�	!"�	 �� ��#�� *�� �	 �������* �+����� Ax = b "&�� �+�� ��� ��!�

b ∈ Rm. � �* �������� 
 ���� *�� � ������	�&� �����*���� A ����� ���, 	�*��

A(Rn) = Rm, � ���# ��!�*(A) = dim A(Rn) = dim Rm = m.

�������	
�, �� 	 ��!�* �	 A ����� m, �*�� dim A(Rn) = m, $���$� dim A(Rn)

= dim Rm, 	�*��, ������	���  �’ *<�� ��� �	 ���	�* *�� A(Rn) ⊂ Rm, � ������-

�	 �� *�� A(Rn) = Rm, $���$� ��� ��!� b ∈ Rm  ���&�� x ∈ Rn �"�	�	 #��� Ax = b,

	�*�� �	 �������* �+����� Ax = b "&�� �+�� ��� ��!� b ∈ Rm.

D+�	�� �#�� 	$��	+����� �� ��� ����� ��� �������� � �!��� ��� �� "&�� "��

�������* �+����� �����# ��� �+��. ������	 �� �$� *�� �	 �+����� Ax = b "&��

�+��, �� ��� �*�	 �� ��!�*(A) = ��!�*(A, b). ��� �� ����� � �+�� � �� �	��$���

��"��� �	 ������	�&	 	�	���" �+����� Ax = 0 �� "&�� �*�	 ��� �������"�� �+��,

$���$� 	 � ���� �� �������� �����*���� A : Rn −→ Rm, x 
→ Ax, ��

����"&�� �*�	 �	 ��$����* $��� ���, 	�*�� ��* �	� �+�	 ��� $��������� �����	 -

�� dim �mA = n, 	�*�� ��!�*(A) = n. % �	���� $���$� !� "&	 �� ��!�*(A) =

��!�*(A, b) = n.

�$��� 6.4 "��� A ���� m × n ����
�� 
�� b ∈ Rm. #��� �� ��		�
� �����	� Ax = b

�$�� �
���� 	�� ����, �� 
�� 	��� �� ��!�*(A) = ��!�*(A, b) = n.

%�������. %+�
��� �� �	 H�#���� 6.1, �	 �������* �+����� Ax = b "&�� �+��,

�� ��� �*�	 �� ��!�*(A) = ��!�*(A, b). D����*�!���, � �&"�� ��!�*(A) = n

�������� dim A(Rn) = n, 	�*�� 	 �+�	 ��� $��������� �� $���� dimKerA = 0,

$���$� KerA = {0}.

F�	!"�	 �� ��#�� *�� ��!�*(A) = ��!�*(A, b) = n. �*��, �+�
��� �� ��

��	��	+����, �	 �+����� Ax = b "&�� �	 ��&���	� ��� �+��, ��� �� Λ ����� 	

&#�	 �+��#� �	 ��� x ∈ Λ, �*�� ��&+�� Λ = x + KerA, � ���# Λ = {x}, $���$�

�	 �+����� "&�� �����# ��� �+��.

�������	
�, �� �	 �������* �+����� Ax = b "&�� �����# ��� �+�� x, �*��

Λ = {x}, 	�*�� � �&"�� Λ = x+KerA $���� KerA = {0}, � ���#, �+�
��� �� �	�

�+�	 ��� $���������, dim A(Rn) = n, ��� ��!�*(A) = n.
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�$������� ��������� ��� �
���	�" ����� � ��������� �������#� � ��������

�� �$�	 ���!	 �/��#���� ��� ���#����. ����� ��*��	�� �	 4�����	 6.4 ��� ��

��	����� 5.1 ����� �	 ��*�	 !	 ��	�"�����, �+�
��� �� �	 	�	�	 "�� �������*

�+����� Ax = b, *�	 A "�� n × n ������, "&�� ��� ��� �*�	 �+�� �����# �*��,

�� 	 A ����� �������"<��	 ������.

�����#� 6.5 "��� A ���� n × n ����
�� 
�� b ∈ Rn. #��� �� ��		�
� �����	� Ax = b

�$�� �
���� 	�� ����, �� 
�� 	��� �� � ����
�� A ����� �������<�	��.

6.3. � �&-�)�� �"����;$� ��' Gauss

=��	 �� �#�� ��� “��������” �"!	$	 ���� �� �������#� � ��������. ��	-

���"���� �� �"!	$	 � �� ��������, ����� � ��, ��� $��
	�� ��������" ��, 	�

	�	�� &�����	�	�	+���� ��� �*�	  �	 $�� ����� ��	  ��	�	+ � �#� ��� ��-

���#���� �� �/���!	+�, &�����	�	�	+���� �	�+ ���� ���/�, � ��� ��� *&� �	�+

������ �������� � �������.

;��� A ∈ Rm,n ��� b ∈ Rm. �	 ��*����� �	 �� ����&	��� ����� �� ��	�$�	-

���	 �� �� �+���, $���$� �	� &#�	 �+����, �	 �������	+ � ������	 Ax = b.

� �"!	$	 ����	�
� �	 Gauss ��	�������� ��* $+	 ���$��, ��� ������������

��� ��� ��������	���. %�	 ��#�	 ���$�	 ���
	 �� �	 �+����� Ax = b ��	$+����

��� �	�
�

(6.11) A(ν)x = b(ν),

�� ��������* ������ � �������#� A(ν) =
(
a

(ν)
ij

)
, �$������� �	��*� �"�	�	� #���

a
(ν)
ij = 0 ��� i > j, �� ν ≤ min(m,n), ��� ��	 $�+���	 ���$�	 ����+	 �� �	 ���� ���	

� �* �+����� /����#��� ��* ��� ���� ���� �/����� ��� ��	&��#��� ��	 ��

����.

6.3.1. <���/��"���#�. '� �	  � ��	����	+ �	 &�����	�	������ ���� ��*-

$��/� �� ��*���� 4.2, ���� 	�	��  �	�	��!��� �	 �"�	 �� ������	�	���� �	 

�
	�� �	� ������ A ��� �"��� �	 �"�	 �	 �
	�� �	 $��� ��� b, !"�	 �� b(1) := b,

���, ���� �	 ���� r, 	���	 �� �	 b(r+1) � �/�, ��. ��� (4.4),

(6.12)
b
(r+1)
i = b

(r)
i , 1 ≤ i ≤ r,

b
(r+1)
i = b

(r)
i − mi�̃ b(r)

r , r + 1 ≤ i ≤ m .
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7��’ � �*� �	� ��*�	, ���� ��* �	 �	�+ min(m,n) − 1 ������, �	 �+����� ��

���
���� ���� ���! ���� �	�
� (6.11).

6.3.2. 0"�#-�)����#�. ��� �� ���	�	���	 �� �	  � ��	����	+, ���
	 �� �	

�+����� (6.11) � Bx = c ��� �#�� 	 ��� /��"�	 ������ (B, c) !� ����� �� �	�-


�

(B, c) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1j1 � . . . c1

b2j2 � . . . c2

b3j3 . . . c3

. . .
...

brjr . . . cr

cr+1

...

0 cm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

�� b1j1 �= 0, . . . , brjr �= 0. �#��, 	 ��!�* �	 A ����� r, ��� ����$� 	� ������ (A, b)

��� (B, c) "&	 � �	� �$�	 ��!�*, � �������	 �� �+�	�� *�� �	 �� "&	 � 	� ������

(A, b) ��� A �	� �$�	 ��!�* ����� ��	$+���	 �� �	 cr+1 = · · · = cm = 0.

%+�
��� �� �	 H�#���� 6.1, 	 &#�	 �+���� �	 �������	+ � ������	 Ax = b

����� � ���# �����# �*�� �� ���*, �� cr+1 = · · · = cm = 0. %��� ���������

r = m, $�� ��
����	���� ��!*�	 �� cr+1, . . . , cm, ���, *�� ��$��� ��	 4���� 6.3,

�	 �+����� Ax = b "&�� �+�� ��� ��!� b ∈ Rm.

F�	!"�	 �� �#�� *�� cr+1 = · · · = cm = 0. L�� ��� ���� ��������� 	�	��-

�#� �������#� � ��������, 	� ��������" xj �� j �∈ {j1, . . . , jr} ����� ���+!���

��������	�. ��	 ���	�	���� ��� � ��	����#�  �	!"�	 �� ��� � �� �� 
	�� *��

j1 = 1, . . . , jr = r. ��� �� ��	�$�	���	 �� ��� ��$��� �+�� �	 �� 	�	���	+ ������-

�	+ � ������	 Ax = b, !"�	 �� xr+1 = · · · = xn = 0. ��* ��� r−��� �/����� �	 

Bx = c ������	 �� �*�� brrxr = cr, ��� ��* �$#  �	�	���	 �� �	 xr. ������	���

���� ��	 �� ����  �	�	���	 �� �� xr−1, . . . , x1, ��� �����	 �� � �	���� ��� ��$���

�+�� u = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0) �	 Bx = c. �
	+ 	 ������ (B, c) ��	�+���� ��* �	�

(A, b) ���� ��* ��������"�	 ���!	  ��	�&��#$�� �����&�������	+ �����#�,

 ���&�� "�� �������"<��	 n × n ������ S, �"�	�	 #��� (B, c) = S(A, b), $���$�

(B, c) = (SA, Sb). D�	�"�� "&	 ��

Au = S−1SAu = S−1Bu = S−1c = b,
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$���$� �	 u ����� ����� �+�� �	 �������	+ � ������	 Ax = b.

�#��, �� �� ������ �� �"!	$	,  �	�	���	 �� �	 &#�	 �+����Λ′ �	 	�	���	+

�������	+ � ������	 Ax = 0, 	�*�� 	 &#�	 �+����Λ �	 Ax = b �����Λ = u+Λ′.

 ������	� 6.2 H���	+�� �	 �� 	�	���" �������* �+�����

(6.13)

⎧⎪⎨
⎪⎩

x1 − 2x2 + x3 = 1

x1 − 2x2 − x4 = 2

x3 + x4 = −1 .

D
���*�	��� ��	�&��#$�� �����&�������	+ �����#� ��	� ��� /��"�	 ������

� �	+ �	 �������	+ � ������	,

(A, b) =

⎛
⎜⎝

1 −2 1 0 1

1 −2 0 −1 2

0 0 1 1 −1

⎞
⎟⎠ ,

������	 �� �	  ������⎛
⎜⎝

1 −2 1 0 1

0 0 −1 −1 1

0 0 1 1 −1

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝

1 −2 1 0 1

0 0 −1 −1 1

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝

1 −2 1 0 1

0 0 1 1 −1

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎠ =: (B, c) .

D���$� 	� ������ (A, b) ��� A "&	 � �	� �$�	 ��!�*, 2 =: r, �	 �+����� Ax = b "&��

�+��. 1 &#�	 �+���� Λ "&�� $������� $+	, dim Λ = n − r = 4 − 2 = 2. D����

"&	 �� j1 = 1, j2 = 3. '� x2 = x4 = 0, "&	 �� x3 = −1 ��� x1 = 1 − x3 = 2, ���

u = (2, 0,−1, 0) ����� ��� �+�� �	 Ax = b.

��� �� ��	�$�	���	 �� �	 &#�	 �+���� �	 Ax = b, ��	�$�	���	 �� ��#�� �	

&#�	 �+���� Λ′ �	 ������	�&	 	�	���	+ �������	+ � ������	 Ax = 0, � �	 

��	$+���	 ��	 � �* Bx = 0, $���$� �	 

(6.14)
x1 − 2x2 + x3 = 0

x3 + x4 = 0 .
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'� x2 = λ1 ��� x4 = λ2 "&	 �� x3 = −λ2 ��� x1 = 2λ1 +λ2. 1 &#�	 �+���� Λ′ �����

��	�"�� � ���*�� �� �������� �����*����

G : R2 −→ R4

(λ1, λ2) 
→ (2λ1 + λ2, λ1,−λ2, λ2) ,

� 	�	�� ����� "�� ��	 "��, $���$� "&	 �� ��	�"��

Λ′ =< G(1, 0), G(0, 1) >=< (2, 1, 0, 0), (1, 0,−1, 1) > .

% ���#, 	 &#�	 �+���� Λ �	 �������	+ � ������	 Ax = b $������ � �/�

Λ = u + Λ′ = (2, 0,−1, 0)+ < (2, 1, 0, 0), (1, 0,−1, 1) > .

'� ���� �*���, 	� �+��� �	 �������	+ � ������	 (6.13) ����� �� $���+�����

(2, 0,−1, 0) + λ1(2, 1, 0, 0) + λ2(1, 0,−1, 1) = (2 + 2λ1 + λ2, λ1,−1 − λ2, λ2) ,

*�	 	� ��������	� λ1 ��� λ2 $����"&	 � *�	  �	  ���������	+ ���!�	+.

6.4. 
#�$#���

6.1. ��	�$�	����� �	  &#�	  �+���� ��� �/� 	�	���#� �������#� � ��������⎧⎪⎨
⎪⎩

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0

2x1 − x2 + x3 + x4 = 0

x1 − x2 + x3 + 2x4 = 0 ,⎧⎪⎨
⎪⎩

x1 + 2x2 − x3 = 0

2x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + x3 = 0 .

6.2. ;��� A = (aij) ∈ Rn,n "�� $���#���  �"����	 ������, $���$� ������ ��

� ����� � ����&��� $���#��	, $���$� �"�	�	 #���
n∑

j=1
j �=i

|aij| < |aii|, i = 1, . . . , n.

��	$��/�� *�� 	 A ����� �������"<��	, ��. ��*���� 5.2.

['�������: F�	!"��� *�� �	 	�	���" �������* �+����� Ax = 0 "&�� ��� �� ������-

�"�� �+�� x, � ��	����� �� xi ��� ���’ ��*� �	 ���� �"����� � ����#�� ��, ���

	$���!���� �� ��	�	.]
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6.3. ;���

A :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

4 2 3 5 7

3 1 3 6 5

2 0 2 3 8

7 3 6 13 13

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

;&�� �	 �+����� Ax = b ��� ��!� b ∈ R4 �+��;

6.4. D/������, &��� �� �	 �+����, ���� �*�	� �	 �������* �+�����⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 3 1 5

0 2 4 1

2 3 2 8

2 5 5 6

2 4 9 7

2 5 6 9

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

x4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4

3

6

7

10

9

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

"&�� �����# ��� �+��.

6.5. �� �+����, $���$� �� ��	�$�	������ �	 &#�	 �+��#� �	 , �	 �������* �+���-

�� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0x1 + x2 + 2x4 − x5 − 4x6 = −2

x3 − x4 − x5 + 2x6 + x7 = 2

x2 + 2x4 + x5 − 2x6 = 2

x3 − x4 + 2x6 − x7 = 1

x2 + x3 + x4 + x7 = 4 .

6.6. ��	�$�	����� �� ���" �� �����"��	 λ, ��� �� 	�	�� �	 �+�����

5x + 2y − z = 1

2x + 3y + 4z = 7

4x − 5y + λz = λ − 5

"&�� �+��. ��� � �" �� ���" �	 λ, �� �+���� �	 �������* �+�����, $���$� ��

��	�$�	������ �	 &#�	 �+��#� �	 .

6.7. ;��� A "�� n × n ���������*, ��� ��������* ������ �� �� ��$����� $��-

�#��� ��	�&���. ��	$��/�� *�� 	 A ����� �������"<��	, ��� *�� 	 �������	
* �	 

����� ����� ��� ��������* ������.
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6.8. ��	$��/�� ��� ��*���� 6.5.

6.9. ��	$��/�� *�� "�� n × n ������ A ����� �������"<��	, �� ��� �*�	 �� �	

	�	���" �������* �+����� Ax = 0 "&�� �*�	 ��� �������"�� �+��, x = 0.

6.10. ;��� A ��� B $+	 n × n ���������	� ������. ��	$��/�� *�� 	 ������ AB

����� �������"<��	, �� ��� �*�	 �� ��� 	� $+	 ������A ��� B ����� �������"<��	�.

6.11. '�������� �� �"!	$	 ����	�
� �	 Gauss ���� ��$���, ���� �$������� &��-

���� ��� �
���	�", ���������, *�	 �	 �������* �+����� "&�� �	 �$�	 ���!	

�/��#���� ��� ���#���� ��� 	 ������ �	 ����� �������"<��	.

6.12. ��	�$�	����� �� �+��� �	 �������	+ � ������	⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + x2 + 2x4 − x5 − 4x6 = 3

x3 − x4 − x5 + x6 + x7 = 0

x2 − 2x4 − x5 + 2x6 = 4

x3 + x4 − 2x6 − x7 = −1

x2 + x3 + x4 + x7 = 1 .

6.13. �*�� �+��� "&�� �	 �������* �+�����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

15x1 + 5x4 − x5 − 4x6 = 0

20x2 + x3 − x4 − x5 + 2x6 + x7 = 0

x2 − 30x3 + 10x4 + x5 − 2x6 = 0

x2 + 25x4 + x5 − 2x6 = 0

x3 − x4 + 20x5 + 7x6 − x7 = 0

x3 − x4 + 2x5 + 27x6 − x7 = 0

2x2 + 4x3 + x4 + 19x7 = 0 ;

6.14. H���	+�� "�� 	�	���" �������* �+����� �� m �/��#��� ��� n ���#��	 .

F�	!"�	 �� *�� n > m. ��	$��/�� *�� � $������� �	 &#�	 �+���� �	 � �����-

�	 ����� �	 ��&���	� n − m.



7. 0��>�'#��

%� � �* �	 ��
����	 !� �������	 �� "�� ���	 &�����	 �������	 �� ��������

�������, ��� ������� ����������	+ ������. � 	���	 �� ����� ��� �����*����, �

	�	�� ������	�&���� �� ��!� ���������* ����������* ������ "��� ���������* ���!-

�*. H� �������	 �� $��
	�� �$�*���� 	���	 �#�, ��� !� $	+�� �# �� �� �	�!���

�	  ��	�	+�� �� $#�	 �� ��� �	�<� ��������� �� �+�� ��* �������	+ � ���-

���	 �� �$�	 ���!	 �/��#���� ��� ���#����. �$������� ��������* �*�	 ����	 �

	� 	���	 �� �� ��	������� �$�	���#�, !"�� �	 	�	�	 !� �� ����&	����� ��	 "��-

�	 7�
����	.

7.1. 0��#���, !"��(� ��� ����#$����� ��� ���>�'#��

%� � �� ��� ��*���� !� $#�	 �� "��� �����* 	����* �� 	���	 ��, !� $	+�� *��

���’ � �*� �	� ��*�	 � 	���	 �� ����� ���� 	����"��, ��� !� ������	 �� $��
	��

�$�*���� 	���	 �#�.

7�!� ������ A ∈ Rn,n !� �	� � ��	���	 �� ��� �

⎛
⎜⎜⎝

a1

...

an

⎞
⎟⎟⎠ ,

*�	 ai ����� � i−��� ������ �	 .

!��	�� 7.1 ;��� n "�� 
 ���* ���!�*. '�� �����*���� det : Rn,n −→ R

�"����� ������� (determinant), �� ��&+	 �:

D1 � det ����� �������� � ��	 ��!� ������. ���� ���*���� � �* �������� *��,

��� A ∈ Rn,n ��� i ∈ {1, . . . , n}, ��&+	 �

89
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i. �� ai = a′
i + a′′

i , �*��

det i

⎛
⎜⎜⎝

...

ai

...

⎞
⎟⎟⎠ = det

⎛
⎜⎜⎝

...

a′
i
...

⎞
⎟⎟⎠ + det

⎛
⎜⎜⎝

...

a′′
i
...

⎞
⎟⎟⎠ .

ii. �� ai = λa′
i, �*��

det

⎛
⎜⎜⎝

...

ai

...

⎞
⎟⎟⎠ = λ det

⎛
⎜⎜⎝

...

a′
i
...

⎞
⎟⎟⎠ .

D2 �� $+	 �����" �	 n×n ������ A "&�� $+	 �����" �	 �$��, �*�� � 	���	 ��

�	 ����� ��$"�, detA = 0.

D3 � 	���	 �� �	 n × n �	��$���	 ������ ��	+��� �� �� �	��$�, det In = 1.

1 	����* $�� �/��
������, 
 ����, ��� +���/� �� 	���	 ��. %�� � �"&���

!� ��	$��/	 �� +���/� ��� �	��$��*����, $���$� *��  ���&�� �����# ��� �����*-

���� �� �� �$�*���� D1, D2 ��� D3.

D����# ����	�� ��	�	+� �� 	���!	+� 	���	 �� ��� ��� ������ ��* �	 Kn,n,

*�	 K "�� �#��. 1� 	���	 �� �����	 � �� ��������*���� �
���	�� �	  ���

��	������� �$�	���#�, �� �� 	�	�� !� ��&	��!	+�� ��	 7�
����	 9, *�	 ���

!� &�����	�	���	 �� 	���	 �� ��� ����$��	+ ����������	+ ������. D���� 	�

	���	 �� �� $�� �	�+�	 � �� ��������	 �� �� �	�<* ��*�	 �� �+�� �������#�

� �������� �� �	 �$�	 ���!	 �/��#���� ��� ���#����, ��� �������"<��	 ������

� �������#�.

���� ��	&����	 �� ���� ��*$��/� +���/� ��� �	��$��*���� ��� 	���	 ��,

�����#�	 �� 	����"�� ���" �$�*���" �	 , 	� 	�	�� ����� ����� ��*��	�� �	 

	����	+ ��� 	���	 �#�.

�$��� 7.1 "��� A ∈ Rn,n,

A =

⎛
⎜⎜⎝

a1

...

an

⎞
⎟⎟⎠ .

#��� ��$����:
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i. %� ����������	� ��� ��		�� ��� ����
�, ���� � ������� ������� ����	�,

det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= −det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

aj

...

ai

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

ii. %� �� 	�� ��		� ��� ����
� ��������	� ��� ����������� 	��� ����� ��		�� ���,

� ������� 	���� ����������,

det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai + λaj

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

iii. %� � ����
�� �$�� 	�� 	�����
� ��		�, ���� � ������� ��� ����� 	����, ������ ��

ai = 0 ��� 
����� i ∈ {1, . . . , n}, ���� detA = 0.

iv. %� ��������������	� ��� ����
� ��� λ, ���� � ������� ��� ���������������� ��� λn,

det (λA) = λndetA.

%�������.

i. ;&	 ��

det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

aj

...

ai

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

ai

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

aj

...

ai

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

aj

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

ai + aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

aj

...

ai + aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai + aj

...

ai + aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0 ,
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*�	 ���� ��#�� ��*���� &�����	�	������ $+	 
	�" ��� D2, ��� $�+���� ���

���� ����� ��� D1 ��� ���� ���� ���� /��� ��� D2.

ii. ;&	 ��

det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai + λaj

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

λaj

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ λ det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

aj

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...

ai

...

aj

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

*�	 ���� ��#�� ��� ��� $�+���� ��*���� &�����	�	������ ��� D1 ��� ���� ��-

�� ���� ��� D2.

iii. ��� "��� �� ��$����* ���������* ���!�* λ "&	 ��

det

⎛
⎜⎜⎝
...

0
...

⎞
⎟⎟⎠ = det

⎛
⎜⎜⎝

...

λ · 0
...

⎞
⎟⎟⎠ = λdet

⎛
⎜⎜⎝
...

0
...

⎞
⎟⎟⎠ ,

*�	 ��� $�+���� ��*���� &�����	�	������ ��� D1. �	 ��	�"����� �#�� "�����

��"�� ��* � �� �� �&"��.

iv. ��� "��� �� ��$����* ���������* ���!�* λ "&	 ��, &�����	�	�#��� ��� D1,

det (λA) = det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λa1

λa2

...

λan

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = λdet

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a1

λa2

...

λan

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = · · · = λndet

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a1

a2

...

an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = λndetA .

!��	�� 7.2 ;��� A = (aij) ∈ Rn,n "�� ������. 1 ������ Aij ∈ Rn−1,n−1, 	

	�	�	 ��	�+���� ��	 �	� A �� $�����<	 �� ��� i−��� ������ �	 ��� ��� j−���



7.1. 1E�%'1%, F��EQ� 7�� '1�1%�'���1 ��% 1E�^1F%�% 93

����� �	 , �"����� ������� ����
�� �	 ��	�&��	 aij . �	 ��	�&��	 aij . 1 cij =

(−1)i+jdetAij �"����� ������
� ��	����	� � ��	��������� �	 aij.

*������ 7.1 '��$�� �
���� 	�� ����
����� D : Rn,n −→ R, � ����� �
�������� ���

�����
�� D1, D2 
�� D3.

%�������.

?����. H���	+�� "�� � &��	, ���� ���!��* ��� � �"&���, j ∈ {1, . . . , n}, ���

	���	 �� ���$�	���� ��� �����*����

det : Rn,n −→ R

A = (aik) ∈ Rn,n 
→
n∑

i=1

aij(−1)i+j detAij ,

�� det (a) := a, ��� 1 × 1 ������ �� ��	�&��	 "��� ���������* ���!�* a. H� ��	$��-

/	 �� �#��, ��������� � ��	 n, *�� � det ����	�	��� �� � �!��� D1, D2 ��� D3.

��� n = 2,

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
,

��� j ∈ {1, 2}, "&	 �� detA = a11a22 − a12a21, ��� $������#�	 �� ��"�� *�� � det

"&�� �� �$�*���� D1, D2 ��� D3.

%�	 ��������* ����  �	!"�	 �� *�� � det "&�� �� �$�*���� D1, D2 ��� D3 ���

n − 1, ��� !� ��	$��/	 �� *�� "&�� � �" �� �$�*���� ��� ��� n. '�

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

...

am

...

an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��� B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

...

am−1

λam

am+1

...

an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

λ ���!��* ���������* ���!�*, "&	 ��
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(7.1)

detB =
n∑

i=1

bij(−1)i+j detBij

= bmj(−1)m+j detBmj +
n∑

i=1
i�=m

bij(−1)i+j detBij .

�#��, bmj = λamj,detBmj = detAmj, ���, �+�
��� �� ���  �*!��� �� �������,

detBij = λdetAij, i �= m. D�	�"�� � (7.1) $����

detB = λ
[
amj(−1)m+j detAmj +

n∑
i=1
i�=m

aij(−1)i+j detAij

]
= λdetA .

;��� �#��

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

...

am

...

an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

...

am−1

bm

am+1

...

an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��� C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

...

am−1

am + bm

am+1

...

an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

�*�� ��&+��

(7.2)

detC =
n∑

i=1

cij(−1)i+j detCij

= cmj(−1)m+j detCmj +
n∑

i=1
i�=m

cij(−1)i+j detCij .

�#��, cmj = amj + bmj,detCmj = detAmj = detBmj, cij = aij, ��� i �= m, ���,

�+�
��� �� ���  �*!��� �� �������, detCij = detAij +detBij . D�	�"�� � (7.2)

$����
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detC = (amj + bmj)(−1)m+j detAmj +
n∑

i=1
i�=m

aij(−1)i+j
(
detAij + detBij

)

=
n∑

i=1

aij(−1)i+j detAij +
n∑

i=1

bij(−1)i+j detBij

= detA + detB .

% ���#, �"&�� �#�� $��/��� *�� � det ����	�	��� ��� D1 ��� ��� n.

;���

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

...

a�

...

am

...

an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ Rn,n

"�� ������ �� $+	 �$�� �����", a� = am. �*�� detA =
∑n

i=1 aij(−1)i+j detAij .

�#��, ��� i �= �,m, 	� ������ Aij ����� (n−1)× (n−1) ��� "&	 � $+	 �����" �$��,

���, �+�
��� �� ���  �*!��� �� �������, detAij = 0 ��� i �= �,m. D�	�"��

"&	 ��

(7.3)
detA = a�j(−1)�+j detA�j + amj(−1)m+j detAmj

= a�j(−1)�+j
[
detA�j + (−1)m−� detAmj

]
.

1 ������ Amj ��	�+���� ��* �	� A�j, �� �� ������ �	 � ��� �������/	 �� ��#��

�� ��� � + 1, ���� �� ��� � + 2, ��� 	+�� ��!’ �/�, ���, �"�	 �� ��� m − 1, ���

detAmj = (−1)(m−1)−�detA�j, ��� � (7.3) $���� detA = 0. % ���# � det ����	�	���

��� D2 ��� ��� n.

�"�	, ��� A = In "&	 ��, ������	���  �’ *<�� �	 ���	�* *�� aij = 0 ��� i �= j

��� �� � ��&��� �	 *�� aii = 1 ��� ��� ���������  �*!���,

det In =
n∑

i=1

aij(−1)i+j detAij

= 1 · (−1)i+i det In−1 = 1 ,
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$���$� � det ����	�	��� ��� ��� D3 ��� ��� n.

/�����
�����. ;��� *�� 	� �����	����� D,D′ : Rn,n −→ R ����	�	�	+� ���

�� ���� � �!��� D1, D2 ��� D3. H� ��	$��/	 �� *�� D = D′. H"�	 �� �	��*�

∆ := D − D′ ��� ����� �� ��	$��/	 �� *�� ∆(A) = 0 ��� ��!� ������ A ∈ Rn,n. ��

{e1, . . . , en} � ���	���� ���� �	 Rn, �*�� � i−��� ������ ai �	 ������ A ���
����

��� �	�
�

a = (ai1, . . . , ain) =
n∑

j=1

aijej.

� ∆ ����� �������� � ��	 �� �����" �	 A, � $��
	�� ��� D ��� D′ ��� ��

	�	��  �	!"���� *�� "&	 � � �� ��� �$�*����. D�	�"�� "&	 ��

(7.4)

∆(A) = ∆

⎛
⎜⎜⎝
∑n

j1=1 a1j1ej1
...∑n

jn=1 anjnejn

⎞
⎟⎟⎠ =

n∑
j1=1

a1j1∆

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

ej1∑n
j2=1 a2j2ej2

...∑n
jn=1 a1jnejn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = · · · =

=
n∑

j1,j2,...,jn=1

a1j1a2j2 · · · anjn∆

⎛
⎜⎜⎝

ej1
...

ejn

⎞
⎟⎟⎠ .

�#��, �� $+	 ��* �	  $����� j1, . . . , jn ����� ��	�, �*�� ��	
��#

(7.5i) ∆

⎛
⎜⎜⎝

ej1
...

ejn

⎞
⎟⎟⎠ = 0 ,

�
	+ 	� D,D′ "&	 � � �� ��� �$�*����.

�� 	� $����� j1, . . . , jn ����� ��� $+	 $��
	�����	� ����/+ �	 , �*��, /����#���

��* �	� ������ ⎛
⎜⎜⎝

ej1
...

ejn

⎞
⎟⎟⎠ ,
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��	�	+�� �� m,m ≤ n, �������" �����#� �� 	$���!	+�� ��	� �	��$���	 ������

In,

In =

⎛
⎜⎜⎝

e1

...

en

⎞
⎟⎟⎠ ,

	�*��, �
	+ �� ��!� �������� �����#� �����	 � �� ��*���� ��� D ��� D′, � ��-

�# ��� �� ∆, !� "&	 ��

(7.5ii) ∆

⎛
⎜⎜⎝

ej1
...

ejn

⎞
⎟⎟⎠ = (−1)m∆(In) = (−1)m

(
D(In) − D′(In)

)
= (−1)m

(
1 − 1

)
= 0 .

4�����	��� �#��  �’ *<�� ��� (7.5), � (7.4) $���� ��"�� ∆(A) = 0, ��� ��!� A ∈
Rn,n, � ���# D = D′.

% ������������, �	��*�, �+�
��� �� �� ��	��	+����, � 	���	 �� ��* n × n

������ A 	�������, ��������� � ��	 n, � �/�: ��� n = 1 ��� A = (a) !"�	 ��

detA := a, ��� ��� n > 1, �� "�� � &��	 j ∈ {1, . . . , n}, !"�	 ��

(7.6) detA :=
n∑

i=1

aij(−1)i+j detAij ,

*�	 Aij ����� 	 ������� ������ �	 ��	�&��	 aij , $���$� 	 (n−1)×(n−1) ������

�	 ��	�+���� ��* �	� A, �� $�����<	 �� ��� i−��� ������ �	 ��� ��� j−���

����� �	 . � �&"�� (7.6) �"����� ����� ��� �� 	���	 �� � ��	 �� ����� j.

�	 ���	�* *�� �	 �/��*���	 ����� ���/�����	 �	 j, ����� ����� ��*��	�� �	 

H�������	 6.1.

=��	 �� �#�� "�� �	�!����* ��	�"�����, *�� ��!� �������"<��	 ������ ��	-

��� �� ���� !�� �� ���*���	 ��	�&���$#� �������, �	 	�	�	 !� &�����	�	���	 ��

���� ��*$��/� �� ��*���� ��*����.

�$��� 7.2 "��� A ∈ Rn,n ���� �������<�	�� ����
��. #��� ���$�� ���� ����
��

���	�� r 
�� ����$������� ����
�� E1, . . . , Er ������� ����

(7.7) A = E1 · · · Er.

%�������. ������	 �� �$� *�� �	� ������ A ��	��� �����, �� ��������	  ����-

�&�������	+ �����#�, $���$� �� �	�����������* ��* �������� �� ������ ��
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�	�
� Si(λ), Qj
i , �� �	� ������"<�� �� ��� ��������* ������ �� �� ��$����� $��-

�#��� ��	�&���, 	�*��

E1 · · · EsA = B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 � � . . . �

λ2 � . . . �
. . .

...

0 λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

�#��,

S1(
1

λ1

) · · · Sn(
1

λn

)B = B̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 � � . . . �

1 � . . . �
. . .

...

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

'� ��������	  �����&�������	+ �����#�, �	����������	��� 
��’ ������ ���

���� ���� ������ �� ��������	  ���!�	+ ��� �
���#��� ��* ��!� ��� ��* ��

��	��	+���� �����" "��� #��� �� ��$�����	+� *�� �� ��	�&��� �� ���� ����

����� ���* ��* �	 ���� ���	 ��� ��	&��#��� ������	�&� ��	 �� ����, ��	�	+-

�� �� ���+&	 �� �	 �/�

Ẽ1 · · · ẼqB̃ = In.

% �$ ��	��� �� ��	��	+���� �������	 �� ��	 ��	�"�����

Ẽ1 · · · ẼqS1(
1

λ1

) · · · Sn(
1

λn

)E1 · · · EsA = In.

�	 ��	�"����� �#�� ��	�+���� ��"�� �	����������	��� ��* �� �������� ��#��

�� (Ẽ1)
−1, �� � ��&��� �� (Ẽ2)

−1, ��� 	+�� ��!’ �/�, ��� �"�	 �� (Es)
−1, ��� ���-

���	���  �’ *<�� �	 ���	�* *�� *�	� 	� ������ �� �	  	�	�	  �	�������������

����� ��	�&��#$��.

1����"�� ���� &������ �$�*���� 	���	 �#� $��	���� ���� ��*�	 !� ��*-

����.

�����#� 7.1 "��� A ∈ Rn,n. #��� ��$����:
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i. %� � A ����� ��� ������
�� ����
��, ������ aij = 0 ��� i > j, ����� ������� ���

	���

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 � � . . . �

λ2 � . . . �
. . .

...

0 λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

���� � ������� ��� ����� �� ����	��� ��� ��������� ����$���� ��� A, ������ detA =

λ1 · · · λn.

ii. %� a1, . . . , an ����� �� ��		�� ��� A, ���� � ������� ��� A ����� 	����, �� 
�� 	��� ��

�� ������	��� a1, . . . , an ����� ��		�
� �����	���.

iii. "��� ��������
�� ����
�� ����� �������<�	��, �� 
�� 	��� �� � ������� ��� ���

����� 	����.

iv. ; ������� ��� ����	���� ��� n × n ����
�� ������� 	� �� ����	��� ��� ��������

��� ��� ����
��. *���
����, �� A ����� ���� �������<�	�� ����
��, ���� � �������

��� ���������� ���, detA−1, ������� 	� ��� ��������� ��� �������� ��� A, detA−1 =

1/detA.

v. ; ������� ��� ��������� ���� ����
� ������� 	� ��� ������� ��� ����
�, detAT =

detA.

%�������.

i. � ��*$��/� ������� ��������� � ��	 n. ��� n = 2 � �&"�� ����� ��	
���

���, �� $�&!	+�� *�� ��&+�� ��� n − 1 ��� �����+/	 �� ��� n × n 	���	 �� � ��	

��� ��#�� �����, 	�*�� �*�	 	 ��#�	 *�	 ����� �� ��$����* ��� "&	 �� ���

(n − 1) × (n − 1) 	���	 �� �� �$�� �	�
�, $������#�	 �� ��"�� *�� � �&"��

��&+�� ��� ��� n.

ii. '� ��������	  �����&�������	+ �����#� ��� �	�
#� iii. ��� iv., ��. ���

��*���� 4.2, ��* �	� ������ A ��	�+���� "�� ��� ��������* ������ B,

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 � � . . . �

λ2 � . . . �
. . .

...

0 λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

�� ���	 �m �����&�������	� �� �	�
� iv., �*�� "&	 �� detA = (−1)mdetB, ��	-

�"��, �+�
��� �� �	 i., detA = (−1)mλ1 · · · λn. F�	!"�	��� �#�� *�� � detA �����
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$��
	������ �	 ��$��*, ���	�* �	 �������� *�� *�� �� λi ����� �� ��$�����,

$��. 	 ��!�* �	 B, � ���# ��� �	 A, � ��	 �� �����" ����� n, � �������	 -

�� *�� �� $���+����� a1, . . . , an ����� �������� ���/������. 4	���� ��	$+���	 ��

� �* ����� �	 ���	�* *�� � 	���	 �� �	 A ��$��������, �� ��� �*�	 �� �� a1, . . . , an

����� �������� �/�����"��.

iii. %+�
��� �� ��� ��*���� 5.1, "�� ����������* n×n ������ A ����� �������"-

<��	, �� ��� �*�	 �� 	 ��!�* �	 A � ��	 �� ����� ����� n. %+�
��� �� �	 ii.,

*��, � 	���	 �� �	 A ����� $��
	������ �	 ��$��*, �� ��� �*�	 �� 	 ��!�*

�	 � ��	 �� �����" ����� n. D���$� 	� ��!�	� �	 A � ��	 �� �����" ��� �

��	 �� ����� �� ���	����, � �������	 �� *�� � 	���	 �� �	 A $�� ����� ��$"�,

�� ��� �*�	 �� 	 A ����� �������"<��	.

iv. ��	$����+	 �� ���’ ��&�� � �� ��� �$�*���� ���� ��������� �	 	 A �����

��	�&��#$� ������. 7��*��� &�����	�	�	+�� � �* �	 ��	�"����� ��� �� 	$���-

!	+�� ��	 ��	�"����� ��� ������ ���������.

;��� �	��*� E ∈ {Si(λ), Qj
i , (Q

j
i )

−1}, ��. �� (6.3) ��� (6.4) ��� �	 � ��	����*.

%+�
��� �� �	 i. ��&+�� �*�� detSi(λ) = λ ��� detQj
i = 1. D����*�!���

det
(
Si(λ)B

)
= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

...

bi−1

λbi

bi+1

...

bn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= λdet

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

...

bi−1

bi

bi+1

...

bn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= λdetB ,

���, �+�
��� �� �� D1 ��� D2,
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det
(
Qj

iB
)

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

...

bi−1

bi + bj

bi+1

...

bj

...

bn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

...

bi−1

bi

bi+1

...

bn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= detB ·

�����# ������	�&� ��	$����+���� *��

det
(
(Qj

i )
−1B

)
= detB .

�	 ��	���������* �� ��	�"����� ����� �	��*� *��

(7.8) det
(
EB
)

= detEdetB ,

*��� 	 E ����� ��	�&��#$� ������. �� �#�� 	 ������ A ����� �������"<��	,

	�*��, �+�
��� �� �	 4���� 7.2, ���
���� � ���*���	 ��	�&���$#� ������� ���

�	�
� (7.7), &�����	�	�#��� �	 ��	���������* �� ��	�"����� "&	 ��

det (AB) = det (E1 · · · Er · B)

= detE1det (E2 · · · Er · B)

= detE1detE2 · · · detEr · detB
= det (E1 · · · Er)detB = detAdetB .

�"�	, �� 	 A $�� ����� �������"<��	, �*��, �+�
��� �� ��� iii., detAdetB = 0.

D����, dim A(Rn) < n, � ���#, ��!�* (AB) = dim AB(Rn) ≤ dim A(Rn) < n,

	�*�� det (AB) = 0.

v. ;��� ���’ ��&�� *�� 	 A ����� �������"<��	, 	�*�� ���
���� � ���*���	 ��	�-

&���$#� �������, A = E1 · · · Er. D���$� ��	
��# ��&+�� detET
i = detEi, &�����	-

�	�#��� �	 iv. "&	 ��

detA = detE1 · · · detEr = detET
1 · · · detET

r

= det (ET
r · · · ET

1 ) = det (E1 · · · Er)
T = detAT .
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�� 	 A $�� ����� �������"<��	, �*�� 	 ��!�* �	 A � ��	 �� �����", � ���#

��� 	 ��!�* �	 AT � ��	 �� �����, ����� ����*���	 �	 n, � ���# ��� 	 AT

$�� ����� �������"<��	, 	�*�� detA = detAT = 0.

@�����	�	�#��� �	 ���	�* *�� � 	���	 �� �	 ������*
	 ��* ������ ��	+-

��� �� ��� 	���	 �� �	 ������, ����� �+�	�	 �� $������#�	 �� *�� � 	���	 �� �����

�������� ��� � ��	 �� ����� ��* ������, ��. ��� ������ 7.5. � �� � �$�*����

!� &�����	�	��!�� ���� ��*���� ��*����.

7.2. ?"�����#��� ���>�'#�� ��� �;�����&�

%� � �� ��� ��*���� !� ������	 �� ��*�	   �	�	����	+ 	���	 �#�, ��!#

��� �	 �������*
	 ��* ������, ��� !� $#�	 �� �	�<" ���������� �*�	 �	 

�������*
	 ��* ������ *�	 ��� �� �+�� ��* �������	+ � ������	, �� �$�	

���!	 �/��#���� ��� ���#����, �� �� �	�!��� 	���	 �#�.

;���

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

�*�� ���’ � !���� ��* �	� 	����* �� 	���	 �� ������	 �� detA = a11a22−a21a12.

���

A =

⎛
⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎟⎠ ,

&�����	�	�#��� �	� 	����* �� 	���	 ��, "&	 ��

detA = a11det

(
a22 a23

a32 a33

)
− a21det

(
a12 a13

a32 a33

)
+ a31det

(
a12 a13

a22 a23

)
,

$���$�

(7.9) detA = a11a22a33 − a11a23a32 − a11a21a33 + a13a21a33 + a31a12a23 − a31a22a13.
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�	 ��	�"����� (7.9) ��	�+���� ��� �� �	� ���*���	 
����� ��� Sarrus, $���$� �

�/�: D����������	 �� �� $+	 ��#�� ����� �	 ������ ���� ��� ����� �����,

+ + +

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

− − −
��� �&������	 �� �� ���*���� ��� ���#� “$��������” ��* ���� �������� ��	 ��

���� $�/��, �� !����* ��*���	, ��� ��� ���#� “$��������” ��* ���� �������� ��	

�� ���� $�/��, �� �������* ��*���	, *�� 
������� ����"��, ��� �����	 �� �	

�!�	���� ��� "/� *��� �	 ��	�+��	 �. � ������� �	 ���*�� �	 Sarrus ����	��-

����� ��* �	 ���	�* *�� $��  ���&�� ������ �� �� ��� �����+���	 n, n > 3.

��� �����* n, "�� ��*�	  �	�	����	+ ��� 	���	 �� $������ ���’ � !���� ��*

�	� 	����* ��. 1 ��*�	 � �* ����� $������*, ������� �	��" ���/��. ;��

���	, � �	�*���	 ��� 	��	�	���*���	 ��*�	, ����� �� ������"<	 �� �	� ��-

���� A, �� ��������	  �����&�������	+ �����#� �� �	�
� iii. ��� iv., ��

"��� �����	U�	$+���* �	 ��� ��������* ������ B, �� &�����	�	���	 �� �� �&"-

�� detA = (−1)mdetB, *��� ���	���� m �����&�������	� �� �	�
� iv., ��� ��

 �	�	���	 �� ��� 	���	 �� �	 B � ���*���	 ��� $���#���� ��	�&���� �	 . %���

	 ���, $���$�,  �	�	�	+�� �	 �"�	 �� ������	�	���� ��� �"!	$	 ����	�
�

�	 Gauss �	 ���
"����� ��	� ������ A ���  �	�	���	 �� ��� 	���	 �� �	 ���

��������	+ ������ �	 ��	�+����.

7.2.1. ?"�����#��� ��' ����#���;�' ���� "�����. ;��� A "�� n × n �������"-

<��	 ������. �� {e1, . . . , en} ����� � ���	���� ���� �	 Rn, &�����	�	�	+�� ���

$����� ����� !���	+�� �� $���+����� � �����, ���

uj =

⎛
⎜⎜⎝

u1j

...

unj

⎞
⎟⎟⎠ , j = 1, . . . , n,

	� �+��� ��� �������#� � ��������

(7.10) Auj = ej, j = 1, . . . , n,
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�*�� "&	 ��

(7.11) A(u1, . . . , un) = (Au1, . . . , Aun) = (e1, . . . , en) = In,

� ���# 	 ������ (u1, . . . , un) ����� 	 �������	
	 �	 A. �� � ������� (7.10) ��	-

�	+� �� � !	+�, 
��’ ������, �� �� �"!	$	 ����	�
� �	 Gauss. R ���� � �"!	$	

�
���*����� �� �*&�	�� ��� *�� �� � �������, �
	+ � �� "&	 � �	� �$�	 ������

� �������#�. � �* ����� ���������� "�� ��*�	 �	 &�����	�	������ ��� ����

���/�, �� ���&���� 
	�" �	 &��������� *��� 	 �������	
	 ��* ������.

;�� ���	 ��*�	 �������	
� ������, �� �� �	�!��� 	���	 �#�, 	 	�	�	 ��

$���� �	� �������	
	 ������ �� �	�<� �	�
�, ��������	 �*�	 ��� !�������	+

��	�	+ �
	+ �	  ����	����  <��* �*��	 �	 ��!���� �� &���� �	 ����	�� ��-

�� ��� ��� ���/�, ����� 	 �/�: ;��� A = (aij) ∈ Rn,n "�� ������ ��� C = (cij) ∈
Rn,n, *�	 cij �	 ��������* � �������� �	 ��	�&��	 aji, cij = (−1)i+jdetAji. H�

��	$��/	 �� *��

CA = AC = (detA)In,

	�*��, 
 ����, !� "&	 ��

(7.12) A−1 =
1

detA
C.

H"�	 �� D := CA,D = (dij). �*��

dij =
n∑

�=1

ci�a�j =
n∑

�=1

a�j(−1)i+�detA�i

=
n∑

�=1

a�jdet (a
1, . . . , ai−1, e�, ai+1, . . . , an).

� ���� ���� ��*���� ��	�+���� �+�	��, �� �����+/�� ����� ��� ���� ���� 	���	 -

�� � ��	 ��� i−��� �� �����. D�	�"��, �*�� �� �������*���� �� 	���	 ��

� ��	 �� �����, "&	 ��

dij = det (a1, . . . , ai−1,
n∑

�=1

a�je
�, ai+1, . . . , an)

= det (a1, . . . , ai−1, aj , ai+1, . . . , an) = δijdetA ,

$���$� CA = (detA)In, ��� ��* �$# ��	�+���� ��"�� �	 ���	+���	.
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!��	�� 7.3 ;��� A = (aij) ∈ Rn,n. 1 ������ C = (cij) ∈ Rn,n, *�	 cij ����� �	

��������* � �������� �	 aji, �"����� ������	���� �	 A, ��� � ��	������� ��

adjA.

%+�
��� �� �	� �������� 	����*, � (7.12) ���
���� �#�� ��� �	�
�

(7.13) A−1 =
1

detA
adjA.

7.2.2. �"��'#� ��������! #'#�$����� �� �� �&-�)� ��' Cramer. ;��� A "��

n × n �������"<��	 ������. ��� �� �+�� x ��* �������	+ � ������	 Ax = b,

��� ��� 	�	��, 
 ����, ��&+�� x = A−1b, !� "&	 ��, �+�
��� �� ��� (7.13),⎛
⎜⎜⎝

x1

...

xn

⎞
⎟⎟⎠ =

1

detA
adjA

⎛
⎜⎜⎝

b1

...

bn

⎞
⎟⎟⎠ ,

$���$�

xi =
1

detA

n∑
j=1

(−1)i+jdet (Aji)bj, i = 1, . . . , n,

��� �� Ai := (a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an) � �� � �&"�� ���
���� ��� �	�
�

(7.14) xi =
detAi

detA
, i = 1, . . . , n.

1 �$������� �	�<* � �* ��*�	 ��������� �� �+�� ��* �������	+ � ���-

���	 �"����� 	������ ��� Cramer. � �"!	$	 � �� ����� �	�+ &������ ��� !��-

�����	+ ��	�	+, $�� ��"��� *�� �� &�����	�	������ �	�" ���� ���/� �*�� �	 

 ����	���� �����	 �*��	   �	�	���� ��, �	 	�	�	 	
������� ��� �	��" ���-

/�� �	 �����	+����.

D���$� � ��	��	+���� ���������� �� �&����� �� �	 �����	 �*��	  �	�	��-

�� �� ��!*$	 �	 Cramer ��	��� �� !����!��  ����	����, ���
"�	 �� �� �/�:

%� �	��" �
���	�" &��������� �� ����+�	 �� �������� � ������� �� &����$�

���#��	 . �  �	!"�	 �� *�� "&	 �� �� �+�	 �� "�� ����* �������* �+�����, ��

�*�	 ���	�� ���#��	 . '� �� �"!	$	 ����	�
� �	 Gauss ��	��� � �* �� ����� ��

"���  �	�	����� �� &���	��� �	 $� ���	�"��	 . L��, �  �	�	���� �� ��!*$	 

�	 Cramer, ��*�� ��� �� �	  ��&+���	  �������	+  �	�	����", ��  �	�	��-

�	 �� �� 	���	 �� ���� (7.14) �� �� �����+����� *�� 	�������� ��	 H�#����

7.1, !� �����	+�� �	��	+ ��#�� ��� "�� �"�	�	 �������* �+�����!
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7.3. 
#�$#���

7.1. ��� ���������	+ ���!�	+ t ��� s, ��	$��/�� *��

det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 t s 1

1 t t t

t 1 ts s

t t ts 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = (t − 1)(t − s)(1 − ts) .

H� ��	�	+����, &��� �� ������ �	   �	�	����	+, �� “����"<���” *�� �	 �/��*-

���	 ����"&�� ��!"��� ��* �	  $+	 ��#�	  �����	��� �	 $��	���� ����"��;

7.2. H���	+�� ���������	+ ���!�	+ t1, . . . , tn. ��	$��/�� *��

det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 . . . 1

t1 t2 . . . tn

t21 t22 . . . t2n
...

...
...

tn−1
1 tn−1

2 . . . tn−1
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=
∏

1≤i<j≤n

(tj − ti) .

1���	 �� � �� �� �	�
� ���	+���� �������� ��� Vandermonde.

['�������: L��� $+	 ��* �� t1, . . . , tn ����� ���, � 	���	 �� "&�� $+	 �$�� �����,

� ���# ��$��������. ;��� �	��*� *�� �� t1, . . . , tn ����� ��� $+	 $��
	������ ��-

��/+ �	 . H"�	 �� ���� ����"�� 	���	 �� tn = t ��� 	���	 �� �	 �	� #� �	 p �

�/�

(�) p(t) := det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 . . . 1

t1 t2 . . . t

t21 t22 . . . t2

...
...

...

tn−1
1 tn−1

2 . . . tn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

��	
��#, �	 p ����� �	� #� �	 ��!�	+ �	 �	�+ n− 1 ��� �� t1, . . . , tn−1 ����� ����

�	 p. % ���#, �	 p ���
���� ��� �	�
� p(t) = cn(t − t1)(t − t2) · · · (t − tn−1) ��� 	
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������	��!��	 � �������� �	 cn $������ ��* �� �&"��

(��) cn := det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 . . . 1

t1 t2 . . . tn−1

t21 t22 . . . t2n−1
...

...
...

tn−2
1 tn−2

2 . . . tn−2
n−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

�#�� �	 ��	�"����� ����� �������"�	 ��� n = 2, ���,  �	!"�	��� *�� ���!�+�� ���

n − 1, ��* �� (�) ��� (��) � �������	 �� ��"�� *�� ���!�+�� ��� ��� n.]

D
���	��: F�	�	����� �� 	���	 �� ��� �������⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1

2 3 1 4 5

4 9 1 16 25

8 27 1 64 125

16 81 1 256 625

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1

x y z ω

x2 y2 z2 ω2

x3 y3 z3 ω3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

7.3. ;��� a1, . . . an �� ��$����	� ���������	� ���!�	�, ��� $+	 $��
	�	� ����/+

�	 . ��	$��/�� *�� � �*�� �+�� �	 �������	+ � ������	⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = 0

a2
1x1 + a2

2x2 + · · · + a2
nxn = 0

...
...

...
...

an
1x1 + an

2x2 + · · · + an
nxn = 0

����� � �������"��.

7.4. @�����	�	����� ��� ��*���� 7.1, ��� �� ���	�	������ ��� ��*$��/� ��

������ 6.10.

7.5. @�����	�	����� �	 ���	�* *�� � 	���	 �� �	 ������*
	 ��* ������ ��	+-

��� �� ��� 	���	 �� �	 ������, ��� �� ��	$��/��� �$�*���� �� 	���	 �� ��� ��

����� ����	�� �� ������ ��� �� �����". D�$��*���� ��	$��/�� �� �/�:

i. � 	���	 �� ����� �������� � ��	 ��!� �����.

ii. �� "�� n × n ������ "&�� $+	 ����� ���, �*�� � 	���	 �� �	 ����� ��$"�.
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iii. �� �������/	 �� $+	 ����� ��* ������, �*�� � 	���	 �� �	 ������� ��*-

���	.

iv. �� �� ��� ����� ��* ������ ��	�!"�	 �� "�� �	��������	 ��� ����

�����, �*�� � 	���	 �� �"��� �����	����.

v. �� "�� n × n ������ "&�� ��� ��$����� �����, �*�� � 	���	 �� �	 �����

��$"�.

vi. �� a1, . . . , an ����� 	� ����� ��* n×n ������ A, �*�� � 	���	 �� �	 A �����

��$"�, �� ��� �*�	� �� �� $���+����� a1, . . . , an ����� �������� �/�����"��.

7.6. =#��� ��� �+�� �� ������ 6.7 �� �� �	�!��� 	���	 �#� ��� �� ��!*$	 �	 

Cramer.

['�������: ����������� *�� 	 ������ Ai := (a1, . . . , ai−1, ej , ai+1, . . . , an) �����, ���

i > j, ��� ��������* ��� �	 ��	�&��	 �	 ��� !"�� (i, i) ����� ��$"�, � ���# ��� �

	���	 �� �	 ����� ��� �� ��$"�.]

7.7. ��	�$�	����� �� �+��� �	 �������	+ � ������	⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0

x1 + 2x2 + 4x3 + 8x4 + 16x5 = 0

x1 + 3x2 + 9x3 + 27x4 + 81x5 = 0

x1 + 4x2 + 16x3 + 64x4 + 256x5 = 0

x1 + 5x2 + 25x3 + 125x4 + 625x5 = 0

7.8. ;��� x, y, z, u, v ��� w ���������	� ���!�	�. ��	�$�	����� ��� 	���	 �� �	 

������

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 z 1 u2 v 1

x y z2 1 u4 v3 w2

x2 y2 z3 1 u6 v5 w4

x3 y3 z4 1 u8 v7 w6

x4 y4 z5 1 u10 v9 w8

x5 y5 z6 1 u12 v11 w10

x6 y6 z7 1 u14 v13 w12

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.



8. %���� �� �#/������ ��������

�� ������*���� ��* �� �"&�� �#�� ��	���"����� $��� �#!���� ��� ��������-

�	+ �������	+ &#�	 , ��	�	+� *�� �+�	�� �� ������ !	+� ��� &#�	  ����

�� "�� � &*� �#�� K. �� ��	���"����� � �	+ �	 ��
����	 ��&+	 �, �*�	 �� �	

�#�� ����� ���� �	 �#�� ��� ���������#� ���!�#� R ���� �	 �#�� ��� ����$��#�

���!�#� C. H� � ��	���	 �� �	��*� �$# �	 �#�� �� K ��� !� ���		+�� ����� ����

*�� K = R ���� *�� K = C.

%� � �* �	 ��
����	 !� �������	 �� $��
	�� &������ "��	��, �����# $��-


	�����" ��* � �" �	 &�����	�	������ �"&�� �#��. 7��’ ��&�� !� �������	 -

�� ��� "��	�� �� �*���, ��� ������ �� �� ��*� �� ���� ���������#� ���!�#�

�� �������	+ &#�	 , � 	�	�� ������	�&���� �� ��!� $��� ��� "��� �� �������*

���!�* ��� �� �����"��� "��� �� ������� �	 “�"��!	” ��* $���+����	. F���-

&	 � �	��	� ��*�	� �� 	����� ����� �*���· �$������� �+&����� ����� 	� �*���

�	 �����	���� ��* "�� ��������* ���*���	, ��� �* ��� �� *�	 � �* �	 ��
����	

!� ��&	��!	+�� �� �"�	�	  &#�	 . H� �������	 �� $��
	�� �$�*���� � �#�

��� &#��� ��� !� $	+�� *�� 	����"�� ��	������� �"������ ��	�"����� ��	�	+�

�� �"�	�	  &#�	  �� � !	+� �	�+ �+�	��, ��# � �* $�� ����� ������ ����* *���

� �*��� $�� ��������� ��* ��������* ���*���	.

8.1. � &����� ��' ����' �� �#/������ ��������

'�� $ ���*���� ��� �� ������� “����” $��� ������ �’ "��� �������* &#�	 ��

$������ �� ��� �������� �� "��	�� �� �*���. � �*��� ��	����� ������ �� ��

��*� �� ���� ��� ���������	+ ���!�	+. %� � �� ��� ��*���� !� �������	 ��

��� "��	�� �	 ��������	+ ���	�"�	 ��� !� $	+�� 	����"�� �$�*���� �	��#� �	 

�����	���� ��* ��������� ���*����.

!��	�� 8.1 ;��� X "�� K−�������* &#�	 �� K = R � K = C . '�� �����*��-

��

109
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‖ · ‖ : X −→ R

x 
→ ‖x‖ ,

�"����� ��	� (����	�, norm), �� ��&+	 �:

(N1) x ∈ X ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

(N2) ∀λ ∈ K ∀x ∈ X ‖λx‖ = |λ| ‖x‖

(N3) ∀x, y ∈ X ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (��������� ����*����).

�� �� "��� K−�������* &#�	 	���!�� ��� �*���, �*�� � �* �"����� $��� 	�

��	� � ����	���� $���.

��	�����. %�� �&"�� (N2) &�����	�	�	+��, ��� λ ∈ K, ��� ��*� �	 ���� �	 λ,

"��	�� �	 	������� �*�	 ��� ���������	+ � ��� ����$��	+ ���!�	+.

 ��������� 8.1

(i) ��* �� �/�#���� �� �*��� "����� *�� ��� x ∈ X ��&+�� ‖x‖ ≥ 0 . ����������

"&	 ��

0 = ‖x − x‖ = ‖x + (−x)‖ ≤ ‖x‖ + ‖ − x‖ = ‖x‖ + ‖x‖ = 2 ‖x‖ ,

*�	 � ����*���� ��&+�� �*�� �� (N3) ��� � ��	���� ���� ��*���� �*�� �� (N2).

(ii) ��&+�� � ���*���� ������
� ��������� ��� �� 
���, $���$�

∀ x, y ∈ X ‖x − y‖ ≥ ∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣ .
���������� "&	 ��

‖x‖ = ‖(x − y) + y‖ ≤ ‖x − y‖ + ‖y‖ , $���$� ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x − y‖
��� ������	�&� ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖y − x‖ , ��* �� 	�	�� "����� ��"�� �	 ���	+���	.

 ������	��� 8.1

1.
(
R, ‖ · ‖) �� ‖x‖ := |x| ∀x ∈ R .

(
C, ‖ · ‖) �� ‖z‖ := |z| ∀ z ∈ C .

2.
(
Rn, ‖ · ‖1

)
�� ‖x‖1 :=

n∑
i=1

|xi| , x = (x1, . . . , xn) (“�1 �*���”).

���������� ��&+	 �:
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� (N1) ����� ‖x‖1 = 0 ⇐⇒ ∑n
i=1 |xi| = 0 ⇐⇒ xi = 0, i = 1, . . . , n ⇐⇒ x = 0 .

� (N2) ����� ��� λ ∈ R , x ∈ Rn "&	 ��

‖λx‖1 =
n∑

i=1

|λxi| =
n∑

i=1

|λ| |xi| = |λ|
n∑

i=1

|xi| = |λ| ‖x‖1 .

� (N3) ����� ��� x, y ∈ Rn

‖x + y‖1 =
n∑

i=1

|xi + yi| ≤
n∑

i=1

(|xi| + |yi|
)

=
n∑

i=1

|xi| +
n∑

i=1

|yi| = ‖x‖1 + ‖y‖1 .

3.
(
Rn, ‖ · ‖∞

)
�� ‖x‖∞ := max

1≤i≤n
|xi| (“�∞ �*���”).

� ��*$��/� *�� � ‖ · ‖∞ ����� �*��� ��	� Rn ����� �	�+ ����.

4.
(
C[a, b], ‖·‖∞

)
�� ‖f‖∞ := max

a≤x≤b
|f(x)| (�*��� ������	 ), *�	 −∞ < a < b < ∞ .

���������� ��&+	 �:

� (N1) ����� ��� f ∈ C[a, b]

‖f‖∞ = 0 ⇐⇒ max
a≤x≤b

|f(x)| = 0 ⇐⇒ f = 0 .

� (N2) ����� ��� λ ∈ R ��� f ∈ C[a, b] "&	 ��

‖λf‖∞ = max
a≤x≤b

|λf(x)| = |λ| max
a≤x≤b

|f(x)| = |λ| ‖f‖∞ .

� (N3) ����� ��� f, g ∈ C[a, b]

‖f + g‖∞ = max
a≤x≤b

|f(x) + g(x)| ≤ max
a≤x≤b

[|f(x)| + |g(x)|]
≤ max

a≤x≤b
|f(x)| + max

a≤x≤b
|g(x)| = ‖f‖∞ + ‖g‖∞ .

1� ��	 �+�	�� ��� &���� �	  �*��� ����� *�� �����	���� ��* ���������

���*����.

!��	�� 8.2 ;��� X "�� K−�������* &#�	. '�� �����*���� (· , ·) : X × X −→
R �"����� ������
� ����	��� ��	� X, �� ����� �������� � ��	 ��� ��#�� ����-

����� ��, � ��������, ���� ���������� ���������, ��� �"�	�� #��� 	� ���!�	�

(x, y) ��� (y, x) �� ����� � � ���, ��� ����$��� ���������, ��� !����� 	����"��,

$���$� �� ��&+	 �

(D�1) (x + y, z) = (x, z) + (y, z) ∀ x, y, z ∈ X
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(D�2) (λx, y) = λ (x, y) ∀ x, y ∈ X ∀ λ ∈ K

(D�3) (x, y) = (y, x) ∀ x, y ∈ X

(D�4) (x, x) > 0 ∀ x ∈ X \ {0} .

;�� �������* &#�	 ��	� 	�	�	 "&�� 	���!�� "�� ��������* ���*���	 �"�����

$��� 	� ������
� ����	���. .

%��� ��������� �	 	 &#�	 ����� ���������*, &�����	�	������ � �#� �� ���

	 *�	 *�
�������� $���, ���� �	 ���������* �������* &#�	 �� ��������*

���*���	.

�� ��� x, y ∈ X ��&+�� (x, y) = 0 , �*�� �"�� *�� �� x, y ����� ��������, ���

���
	 �� � ��	���� x⊥y .

 ������	��� 8.2

1. % ��	���	 �� �� x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ��	�&��� �	 Kn.

i. ��� K = R, 	������� $�� (x, y) := x1y1+· · ·+xnyn "�� ��������* ���*���	 ��	� Rn,

�	 ���*���	 *�
������� � 
�����
� ��������* ���*���	 �	 Rn. ��������* ���*���	

�	 Rn.

ii. ��� K = C, 	������� $�� (x, y) := x1ȳ1 + · · · + xnȳn "�� ��������* ���*���	 ��	�

Cn.

2. ;��� −∞ < a < b < ∞, ��� X := {x : [a, b] −→ K / x � ��&�}.

i. ��� K = R, 	������� $�� (x, y) :=
∫ b

a
x(s)y(s)ds "�� ��������* ���*���	 ��	� X,

$���$� ��	� C[a, b].

ii. ��� K = C, 	������� $�� (x, y) :=
∫ b

a
x(s)y(s)ds "�� ��������* ���*���	 ��	� X.

%� "��� &#�	 �� ��������* ���*���	, (X, (·, ·)), 	������� ��
‖ · ‖ : X −→ R

x 
→
√

(x, x) ,

��� �*���. ��� ��� ��*$��/� &�����*����� �� ���*���� ����*���� ��� Cauchy–

Schwarz. � ����*���� ��� Cauchy–Schwarz ���
"����� � &�� ��� � ����*���� �	 

Schwarz, � ��� ��� ��������� �����	���
��, � � ����*���� �	 Cauchy, � ���

��� ������� �����	���
��, � ��*�� ��� � ����*���� �	 Bunjakowski, � ��� ���

E����� �����	���
��.
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�$��� 8.1 (����*���� ��� Cauchy–Schwarz.) �� ���� $�� 	� ������
� ����	���,(
X, (·, ·)), ��$��� � ��������� ��� Cauchy–Schwarz
(8.1) ∀ x, y ∈ X |(x, y)| ≤

√
(x, x)

√
(y, y) .

%�������. %��� ��������� y = 0, � (8.1) ��&+�� ��	
��#. ;��� �	��*� y �= 0. ���

λ ∈ K ��&+��, 
 ����, (x − λy, x − λy) ≥ 0, ��� ����$�

(x − λy, x − λy) = (x, x − λy) − (λy, x − λy)

= (x, x) − λ̄ (x, y) − λ (y, x) + λλ̄(y, y)

= (x, x) − λ̄ (x, y) − λ (x, y) + λλ̄(y, y) ,

!� "&	 �� (x, x) − λ̄ (x, y) − λ (x, y) + λλ̄(y, y) ≥ 0. D�$��*����, ��� λ := (x,y)
(y,y)

, !�

"&	 ��

(x, x) − (x, y)

(y, y)
(x, y) − (x, y)

(y, y)
(x, y) +

(x, y) (x, y)

(y, y)
≥ 0 ,

��� (x, x) − (x,y) (x,y)
(y,y)

≥ 0 , $���$� (x, y)(x, y) ≤ (x, x)(y, y), 	�*��

|(x, y)|2 ≤ (x, x) (y, y),

��� "��� 	$��	+����� ��"�� ���� (8.1), ������	���  �’ *<�� �	 ���	�* *�� �

�/����� ����������� ���� ����� ������ �+/	 �� � �������, �
	+ � �������*

�� ����� !�����.

��	�����. %��� ��������� D ����$��	 &#�	 , $���$� ���������	+ �������	+

&#�	 �� ��������* ���*���	, � ����*���� ��� Cauchy–Schwarz ��	$����+����

���	+����� � �/�: ��� λ ∈ R � �&"�� (x − λy, x − λy) ≥ 0 ���
���� ���

�	�
�

(x, x) − 2(x, y)λ + (y, y)λ2 ≥ 0 .

��� �� ���!�+�� � ���� ���� ����*���� ��� ��!� ���������* ���!�* λ ��"��� �

$������	 �� �	 �����+�	 �� ����� �� !�����, $���$�

∆ =
[
(x, y)2 − (x, x)(y, y)

] ≤ 0,

��� ��* �$# "����� ��"�� � ���	+���� ����*����.
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1� � ��!���"�� ����*���� ��� �!�	������

∣∣ n∑
i=1

xiȳi

∣∣ ≤ ( n∑
i=1

|xi|2
)1/2( n∑

i=1

|yi|2
)1/2

,

��� ����$��	+ ���!�	+ xi, yi, i = 1, . . . , n, ��!# ��� ��� 	�	����#����

∣∣ ∫ b

a

x(s)y(s) ds
∣∣ ≤ ( ∫ b

a

|x(s)|2 ds
)1/2( ∫ b

a

|y(s)|2 ds
)1/2

,

��� � ��&�� � �������� 	����"�� ��	 $������� [a, b], ��	���	+� ��$��" ����-

��#��� �� ����*���� ��� Cauchy–Schwarz, ��� � �������"�� ��� �	  &#�	 

(Cn, (·, ·)) �� (x, y) :=
∑n

i=1 xiȳi ��� x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn, ���

(C[a, b], (·, ·)) �� (x, y) :=
∫ b

a
x(s)y(s) ds .

�����#� 8.1 "���
(
X, (·, ·)) ���� $��� 	� ������
� ����	���. #��� 	�

‖x‖ :=
√

(x, x) , x ∈ X ,

������� 	�� ��	� ���� X, � ����� ��	� ��� �������� ��� �� ������
� ����	��� (·, ·) .

%�������. 1� (N1) ��� (N2) ����� �������"��. ��� �� ��	$��/	 �� ��� ���������

����*����, �������	+�� ���’ ��&�� *�� ��� x, y ∈ X "&	 ��

‖x + y‖2 = (x + y, x + y) = ‖x‖2 + (x, y) + (y, x) + ‖y‖2

= ‖x‖2 + 2Re (x, y) + ‖y‖2,

��� �� �� �	�!��� �� ����*���� ��� Cauchy–Schwarz ������	 ��

‖x + y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖ + ‖y‖2 =
(‖x‖ + ‖y‖)2,

��* ��� 	�	�� "����� ��"�� � ��������� ����*����.

L��� ���
��*����� �� ��� �*��� �’ "��� &#�	 �� ��������* ���	���	 &��� ��

��� ��	�$�	���	 ��, ���		+�� ����� �� �*��� �	 ��������� ��* �	 ��������*

���*���	. D����, *��� ������ ��� �"������ ��	�������� �� &#�	  �� ��������*

���*���	, ���		+�� ����� �"������ ��	�������� � ��	 � �� �� �*���.

�$��� 8.2 �� ���� $�� 	� ������
� ����	���
(
X, (·, ·)) ��$��� � ����	��� ������� ���

����������		��

(8.2) ∀ x, y ∈ X ‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2‖y‖2 .
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*�����, ��$��� ��  �������� ����	�

(8.3) ∀ x, y ∈ X (x, y) = 0 =⇒ ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 ,


�� ����
���� ��� x1, . . . , xn ∈ X

(8.4) (xi, xj) = 0 , i �= j =⇒ ‖x1 + · · · + xn‖2 = ‖x1‖2 + · · · + ‖xn‖2 .

%�������. ��	�!"�	��� ���� �"�� �� �&"���

(i) ‖x + y‖2 = (x + y, x + y) = ‖x‖2 + (x, y) + (y, x) + ‖y‖2

(ii) ‖x − y‖2 = (x − y, x − y) = ‖x‖2 − (x, y) − (y, x) + ‖y‖2

������	 �� ��"�� ��� (8.2).

��� (x, y) = 0, � (i) ����� � (8.3).

��	$����+	 �� �#�� ��������� ��� (8.4). ��� n = 2 ��&+��, �+�
��� �� ���

(8.3). ;��� *�� ��&+�� ��� n = m − 1. �*�� ��	
��# (x1 + · · · + xm−1, xm) = 0 ,

	�*��
‖x1 + · · · + xm−1 + xm‖2 = ‖x1 + · · · + xm−1‖2 + ‖xm‖2

= ‖x1‖2 + · · · + ‖xm‖2 ,

*�	 � ��#�� ��*���� ��&+�� �+�
��� �� ��� (8.3) ��� � $�+���� �+�
��� �� ���

���������  �*!���.

%� ��!� ��������*�����	 �	 �!�	���� ��� ������#��� *��� ��� ��� �#� �	 

��	+��� �� �	 �!�	���� ��� ������#��� ��� $�������� �	 · �� � �* �	 ���	�*

	
������� � 	�	����� “��*���� �	 ��������	�����	 ” ��� �� �&"�� (8.2).

��	�����. 7�!� �*��� �	 ��������� ��* "�� ��������* ���*���	 ����	�	���,

*�� ��$���, ��� ��*���� �	 ��������	�����	 . �������	
�, ��	��� �� $��&!��,

*�� ��!� �*���, � 	�	�� ����	�	��� ��� ��*���� �	 ��������	�����	 , ���������

��* "�� ��������* ���*���	, � �������"�� ��* �	 ��������* ���*���	 �	 	����-

��� ��* �	� �+�	

(8.5) ∀ x, y ∈ X (x, y) :=
1

4

[ ‖x + y‖2 − ‖x − y‖2
]
,

���� ��������� ���������	+ &#�	 , ��� ��* �	� �+�	

(8.6) ∀ x, y ∈ X (x, y) :=
1

4

[ ‖x + y‖2 − ‖x − y‖2 + i‖x + iy‖2 − i‖x − iy‖2
]
,
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���� ��������� ����$��	+ &#�	 .

'� �� �	�!��� �	 D ����$��	 ��������	+ ���	�"�	 ��	� Rn, ��	�	+�� �#��

�� 	���	 �� ����
� ���	����� ����������	+ ������.

!��	�� 8.3 ;�� n × n ���������* ������ A �"����� ����
� ���	����, �� ���

��!� �� ��$����* $��� ��� x �	 Rn �	 ��������* ���*���	 (Ax, x) ����� !����*

���!�*, (Ax, x) > 0 ∀x ∈ Rn \ {0}.

�	�+ �+�	�� $������#��� ����� *�� "�� !����� 	����"�	 ������ ����� ����-

���"<��	, ��. ������ 8.2

%�� � �"&��� �����	 �� ��� "��	�� �� �������, ��� ���� 	���	 �� ��� �������

�� �� �	�!��� ��� �*���.

!��	�� 8.4 ;��� X "�� �+�	�	. '�� 	���
� ��	 X ����� ��� �����*����

d : X × X −→ R

(x, y) 
→ d(x, y) ,

�� ��&+	 �:

(M1) ∀x, y ∈ X d(x, y) = d(y, x) � �������

(M2) ∀x, y, z ∈ X d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ��������� ����*����

(M3) ∀x, y ∈ X d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

�	�+ �+�	�� $������#��� �����, *�� �� "��� &#�	 �� �*���, �$�������, � ��-

�#, �� "��� &#�	 �� ��������* ���*���	, ��	� 	�	�	 � �*��� ��������� ��* �	

��������* ���*���	, $�� d(x, y) := ‖x − y‖ 	������� ��� �������.

8.2. 0�-���������"���#�

� ��*���� � �� ���
"����� ��� 	�!	�	��$���� � ������� ��� $��
	�� �
��-

�	�" �	 . 7��’ ��&�� !� 	���	 �� �� 	�!	�	��$���� � �������, ��� �� � ��&���

!� ������	 �� �����" �$�*���" �	 , ��!# ��� "��� ��*�	 ������� � �����-

����� 	�!	�	��$����� � ��������, /����#��� ��* �������� ���/������ $���+-

�����. D���� !� ���
��!	+�� �� � ��	��� �� �"������ ��	�������� ��* &#�	 



8.2. 1EH17��1��71�1��%� 117

��������"�� $�������, �� &#�	  �� ��������* ���*���	, ��� !� $	+�� �	 �*�	

	�!	�	��$����� � �������� �� � �� ��� ���������.

!��	�� 8.5 ;���
(
X, (·, ·)) "�� &#�	 �� ��������* ���*���	. ;�� �+�	�	 S =

{x1, . . . , xn} ⊂ X �"����� �������� (	�!	�#��	 �+�����), �� �� ��	�&��� �	 �����

	�!	�#��� ����/+ �	 , $���$� �� ��� i �= j ��&+�� (xi, xj) = 0 . �� ��� ��"	�

��!� $��� ��� �	 S ����� 	��������, $���$� ‖xi‖ = 1 , ��� ��!� i, 	�*�� � �	����

"&	 �� (xi, xj) = δij , �*�� �	 S �"����� ���
�����
� (	�!	���	���* �+�����) �

���	��������. �� "�� 	�!	���	���* �+�	�	 S ����� ���� �	 X, �*�� �	 S �"�����

���
�����
� � ���	�������� ���� �	 X.

�$��� 8.3. "���
(
X, (·, ·)) ���� $��� 	� ������
� ����	��� 
�� S = {e1, . . . , en} ���

���	�������� ������ ����$���� ��� X. #��� �� e1, . . . , en ����� ��		�
� ���������.

%�������. ;��� λ1, . . . , λn ∈ K ��� λ1e1 + · · · + λnen = 0 . �*�� ��� j ∈ {1, . . . , n}
"&	 ��

0 = (0, ej) = (λ1e1 + · · · + λnen, ej)

=
n∑

i=1

λi (ei, ej) =
n∑

i=1

λi δji = λj .

*������ 8.1 ('"!	$	 	�!	���	���	�	���� ��� Gram–Schmidt.) "���
(
X, (·, ·))

���� $��� 	� ������
� ����	���. %� x1, . . . , xn ∈ X ����� ��		�
� ��������� ���-

���	���, ���� ���$�� ��� ���	�������� �����	� {e1, . . . , en} , ������ ���� 
��� ei ��

����� ��		�
�� �������	�� ��� x1, . . . , xi , 
�� �� ������	��� e1, . . . , en 
�� x1, . . . , xn

�� ������� ��� ���� $��.

%�������. D���$� �� x1, . . . , xn ����� �������� ���/������, ��&+�� xi �= 0 , i =

1, . . . , n . 1���	 �� �#�� �� $���+����� e′
1, . . . , e

′
n � �/�:

e′
1 := x1

e′
2 := x2 − (x2, e

′
1)

(e′
1, e

′
1)

e′
1

...

e′
n := xn − (xn, e

′
n−1)

(e′
n−1, e

′
n−1)

e′
n−1 − · · · − (xn, e′

1)

(e′
1, e

′
1)

e′
1 .
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D���$� �� $���+����� x1, . . . , xi , i ≤ n , � ���# ��� �� $���+����� e′
1, e

′
2, . . . , e

′
i−1,

xi , ����� �������� ���/������, ��&+�� ��	
��# e′
i �= 0 . D�	�"�� �	 e′

i+1 	�������

���#, $���$� �� e′
1, . . . , e

′
n ����� ���# 	����"��. D����#��� ���/��, $������#-

�	 �� �+�	�� ��������� *��, ��� i ∈ {1, . . . , n}, (e′
i, e

′
j) = 0 , j = 1, . . . , i − 1 , ��’

*�	 "����� ��"�� *�� �	 �+����� {e′
1, . . . , e

′
n} ����� 	�!	�#��	. H"�	 �� �#��

ei :=
e′

i

‖e′
i‖

, i = 1, . . . , n,

��� �����	 �� "�� 	�!	�	��$���	 �+�����, �	 	�	�	 ����	�	��� �	  ��& ����	+

�	 !�������	.

��	�����.

1. � ��*$��/� �	 ��	��	 �"�	 !�������	 ����� ������� ������· $�� ��	$��-

&!��� ���# � +���/� ��� e1, . . . , en , ���� $*!��� ��� ��� �"!	$	 ��	�$�	����	+

�	 .

2. �� e1, . . . , en �/���#���� ��	
��# ��� ��* �� ����� �� 	�!	���	���	�	����

��� x1, . . . , xn .

����� � �"���� �	 ��	��	 �"�	 H�������	 ����� *�� ��!� &#�	 Y ������-

��"�� $������� �� ��������* ���*���	 "&�� ��� 	�!	�	��$���� ����· $��� �#-

�	 �� � �* �	 ��	�"�����  �* �	�
� �	������	.

����#�� 8.1�� 
��� $��X, X �= {0} , ������	���� ��������� 	� ������
� ����	���
���$�� 	�� ���
�����
� ����.

%�	� Rn �� �	 D ����$��	 ��������* ���*���	, � ���	���� �	 ���� ��	����� 	�!	-

�	��$���	 �+����� �	 	�	�	 ������� �	� Rn, ����� $���$� ��� 	�!	�	��$���� ����

�	 Rn.

8.2.1. �;�����$: �&���#�� "��#&���#�. % &�� !"�	 �� �� ��	������	 �� ��-

�	�	 ��	�&��	 ��* $�$	�"�	 � �*�	 �� �	� “���+���	”, ���� ���	�� "��	��,

$ ���* ��*�	. �*�� ������ ��� ��������� �����������. � ���	+����� ���������

�"�	��� ��	��������, �	 ����� ��� � ��������� �� ��� 	�	�� !� ��&	��!	+��

�� � ��	��� �$#, ���	 �������� *��� 	 &#�	 ��	� 	�	�	 �����*����� ����� ����-

���* &#�	 �� ��������* ���*���	 ��� ��	������	 �� ��* ���	�	�  �*&��* �	 

��������"�� $�������.
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!��	�� 8.6;���
(
X, ‖ · ‖) "�� �������* &#�	 �� �*���, Y "�� �� ���*  �	�+-

�	�	 �	 X, ��� x ∈ X . ;�� ��	�&��	 y ∈ Y (��  ���&��), ��� �	 	�	�	 ��&+��

∀ z ∈ Y ‖x − y‖ ≤ ‖x − z‖ ,

�"����� �������� ��������� �	 x ��* �	 Y.

% &�� ��� �
���	�" ��	������	 �� �	 x �� ��	�&���  �	&#��� �	 X ��������"-

�� $�������. �	 �����* ��*����� ��� �"������ ��	�������� ����� �� ��	$��-

/	 �� ��� +���/� ��� �"������ ��	�"�����, �� �/����	 �� �� ����� �	��$���

���, �"�	, �� �����+/	 �� ���" ��!*$	   �	�	����	+ ��. �	 ��*����� �’ � -

��� �� �����*���� ����� ������ $+��	�	, �	 ��&���	� *�	� �
	�� �	�  �	�	����*

�� �"������ ��	�"�����. F���&�� "�� ���$	 ��� D
���	��"��� '�!�����-

�#�, � ���*���� H����� ��	���������, �	 ��&	������ �� �"�	�� !"����. %���

���������, *��, ��� &#��� �� ��������* ���*���	, �� ��� 	�	�� ��� !’ ��&	��-

!	+��, !� ��	$��/	 �� �+�	�� +���/� ��� �	��$��*����, ��� !� $	+�� "��� ��*�	

��� �	�  �	�	����* �� �"������ ��	�"�����.

;��� �	��*� (X, (·, ·)) "�� &#�	 �� ��������* ���*���	, ��� Y "��  �*&��	

�	 X ��������"�� $�������. �� x ∈ X ��� {e1, . . . , en} ��� 	�!	�	��$���� ����

�	  �	&#�	 Y , �*�� 	���	 �� �	 ��	�&��	 y �	 Y � �/�

(8.7) y = (x, e1) e1 + · · · + (x, en) en .

�#�� ��� j ∈ {1, . . . , n} "&	 ��

(x − y, ej) = (x, ej) − (y, ej) = (x, ej) − (x, e1)(e1, ej) − · · · − (x, en)(e1, en),

*�*��, ������	���  �’*<�� �	 ���	�* *�� �� {e1, . . . , en} ��	���	+� 	�!	�	��-

$���	 �+�����,

(8.8) (x − y, ej) = 0, j = 1, . . . , n,

$���$� �	 x − y ����� 	�!	�#��	 �� ��!"�� ��� e1, . . . , en . ��"�� �#�� � ���-

����	 �� *�� �	 x − y ����� 	�!	�#��	 �� ��!� �������* � �$ ���* ��� e1, . . . , en ,

$���$� �� ��!� ��	�&��	 �	 Y,

(8.8′) (x − y, z) = 0, ∀z ∈ Y.
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��� � �*� �	 �*�	, �	 y �"����� �������� � ��� ������ � ���# ������ �	 x

��	� &#�	 Y.

H� ��	$��/	 �� �#�� *�� � �* �	 y ����� ���������� 	�� �"������ ��	�"�����

�	 x ��* �	� Y ��� �� � ��&��� *�� ����� � �"������ ��	�"����� �	 x ��* �	�

Y. ;��� �	��*� z ∈ Y. �*��, 
 ����, y − z ∈ Y, ��	�"��, �+�
��� �� ��� (8.8′),

(x − y, y − z) = 0. % ���#, �+�
��� �� �	 � !��*���	 !�#����, "&	 ��

(8.9) ‖x − z‖2 = ‖(x − y) + (y − z)‖2 = ‖x − y‖2 + ‖y − z‖2 ≥ ‖x − y‖2,

$���$� �	 y ����� *��� ��� �"������ ��	�"����� �	 x ��* �	� Y.D����*�!���, ���

z �= y, � (8.9) $���� ‖x−z‖ > ‖x−y‖, ���  ���&�� �����# ��� �"������ ��	�"�����

�	 x ��* �	� Y.

%����#�	 �� ��*�� *��, �� �	 �+�	�	 {e1, . . . , en} ����� ��� ���� �	 Y �� 	�-

!	�#��� ����/+ �	  ��	�&��� e1, . . . , en , �� 	�	�� $�� ����� ����������� �	��$����,

�*�� � �"������ ��	�"����� y ∈ Y ��* ��	�&��	 x $������ ��* �	� �+�	

(8.7′) y =
(x, e1)

(e1, e1)
e1 + · · · +

(x, en)

(en, en)
en .

���������� �	 ��$	  (8.7) � (8.7′) �"�	���� �������	��� Fourier � �������� ���-

����	���. � ��	 ������ ��������� ����� �� ����� Fourier ����	$��#� � ���������,

�� ��� 	�	�� !� ��&	��!	+�� � �	����� ��	 ��*���	 ����$�����.

� ���
"�	 �� �����*�!��� *�� �� �"������ ��	�"����� ��* ��	�&��	 x ��* �	

&#�	 �	 �����	 � �������� ���/������ $���+����� x1, . . . , xn ��	�	+�� �� ���

��	�$�	���	 �� ��� ��’ � !��� �+�	��� �	 ���*���	 �����	� ��� 
�����
�� ���-

������, ��. ������� 8.3 ��� 8.4, ���������	��� "��� �	� ��	�$�	����* ���

	�!	�	��$���� ���� �	 &#�	 �	 �����	 � �� x1, . . . , xn. �	 ������ �#�� !�

����� *�� � ��������� �� �"������ ��	�"����� $�� !� ����� ��"	� �*�	 �	�<�

*�	 � ��������� (8.7).

;�� �&*��	 �&����� �� �	� 	����* ��� $��� ������ e′
i ��� �"!	$	 	�!	���	���	-

�	���� ��� Gram–Schmidt: 4�����	���  �’ *<�� ��� (8.7′), ��"�	 �� *�� �	 e′
i

	������� � � $��
	�� �	 xi ���	� �� �"������ ��	�"����� �	 xi ��* �	� &#�	

〈e′
1, . . . , e

′
i−1〉 . ;��� � 	�!	����*���� �	 e′

i ��	 �� e′
1, . . . , e

′
i−1 "����� ��"�� ��*

��� (8.8′).
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����)����� 8.1 ;��� X := C2π := {x : [0, 2π] −→ R /x(0) = x(2π), x � ��&�}
	 &#�	 ��� � ��&#�, ����	$��#� � ��������� �� ����	$	 2π, �� �	 ��������*

���*���	 (x, y) :=
∫ 2π

0
x(s)y(s) ds . 1 &#�	

Tn := {x ∈ C2π : x(s) = α0 +
n∑

i=1

(
αi cos(is) + βi sin(is)

)},

$���$� �	 �+�	�	 ��� ������	���
�� �������	�� ��!�	+ �	 �	�+ n, �����, ��	-


��#,  �*&��	 �	 X.

�	 ��*����� �� �#�� �����, $�$	�"�	 x ∈ X, �� ��	�$�	���	 �� �� �"������

��	�"����� �	 y ��* �	� Tn. 1� � ��������

e0(s) :=
1√
2π

, e2i−1(s) :=
1√
π

sin(is), e2i :=
1√
π

cos(is), i = 1, . . . , n,

�&������	 � ��� 	�!	�	��$���� ���� �	 Tn. �	 ���	�* *�� �	 �+����� ����� 	�-

!	�	��$���	 ��	$����+���� �	�+ �+�	��  �	�	���	��� �� ������	�&� 	�	����#-

����, ��� ����, �+�
��� �� �	 4���� 8.3, "&	 �� ��� �� �������� ���/�������

��� ��� �$�*���� �� �����. D�	�"��, �+�
��� �� �	 ��	��	+���	 �����*���	

��	�"�����, ��. ��� (8.7), � �+�� �	 ��	������	 �� ����� y = Snx,

Snx :=
1

2π

∫ 2π

0

x(s) ds +
1√
π

2n∑
i=1

( ∫ 2π

0

x(s)ei(s) ds
)
ei,

�	 �����* �!�	���� �� ���*���� ����� Fourier �� � ������� x.1� ����" Fouri-

er ���	 ����	 � �	�+ �����	 ��$��
"�	�, �*�	 ��* ��!��� ��!������� ��*<��

*�	 ��� �*�� �	 �	�+ ��������o+ �*�	 �	 � �" ����	 � ��� D
���	��"��'�-

!������� ��� �� ���� ��������. F���&�� �	�+ ��	+��� !����� ��� ����" Fouri-

er, ��� "�� 	�*����	 ���$	 �� ���� ��, � %	���
� %������, ����� �
�����"-

�	 ��� ���"�� �� � �����
	�� ��� �����#� �!�	������� �"�	��� ����#�.

8.3. 
#�$#���

8.1. ;���
(
X, (·, ·)) "�� D ����$��	 &#�	, x ∈ X, Y "��  �*&��	 �	 X ���

{e1, . . . , en} ��� 	�!	�	��$���� ���� �	 Y . ��	$��/�� *�� � � ������� ϕ : Rn →
R ,

ϕ(α1, . . . , αn) :=
∥∥x − (α1 e1 + · · · + αn en)

∥∥2
,
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"&�� "�� �*�	 ���&���	 ��	� Rn, ��� ������� ���

αi = (x, ei) , i = 1, . . . , n .

� �* ��	����� ��� ���� ��*$��/� ��� +���/� ��� �	��$��*���� �� �"������ ��	-

�"�����, ��!# ��� ��� �� �&"�� (8.7).

['�������: ��	$��/�� *��

∥∥x − (α1 e1 + · · · + αn en)
∥∥2

= (x, x) +
n∑

i=1

{
α2

i − 2(x, ei) αi

}
.]

8.2. ;��� A "�� !����� 	����"�	 n × n ���������* ������. ��	$��/�� *�� 	 A

����� �������"<��	.

8.3. ;���
(
X, (·, ·)) "�� D ����$��	 &#�	, ��� x1, . . . , xn ∈ X �������� ���-

/������ $���+�����. ��	$��/�� *�� 	 ������ �	 Gram G(x1, . . . , xn) = (gij) , ��

gij := (xi, xj), ����� !����� 	����"�	.

8.4. ;���
(
X, (·, ·)) "�� D ����$��	 &#�	, x ∈ X, ��� x1, . . . , xn ∈ X ��������

���/������ $���+�����. �� ϕ : Rn → R ,

ϕ(α1, . . . , αn) :=
∥∥x − (α1 x1 + · · · + αn xn)

∥∥2
,

��	$��/�� *�� �	 �+�����

(∇ϕ) (α1, . . . , αn) = 0

���
���� ��� �	�
�⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(x1, x1)α1 + (x1, x2)α2 + · · · + (x1, xn)αn = (x, x1)

(x2, x1)α1 + (x2, x2)α2 + · · · + (x2, xn)αn = (x, x2)
...

(xn, x1)α1 + (xn, x2)α2 + · · · + (xn, xn)αn = (x, xn)

.

�	 �+����� � �* �"����� �����	� ��� 
�����
�� ���������, , ��� ��� � �+�� �	 

�� $���� �� �"������ ��	�"����� �	 x ��* �	� 〈x1, . . . , xn〉 .
�	�� �	�
� �������� �	 �+����� ��� ���	���#� �/��#���� *��� �	 �+�	�	 {x1, . . . ,

xn} ����� 	�!	�#��	, ��� �	�� *��� ����� 	�!	�	��$���	;

['�������: ��� y, z ∈ X ��� α ∈ R , "&	 ��

‖y − αz‖2 = (y − αz, y − αz) = (z, z) α2 − 2 (y, z) α + (y, y) .]
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8.5. ;��� ϕ � � ������� �� ������ 8.4. ��	$��/�� *��(
∂2ϕ

∂αi ∂αj

)
i,j=1,...,n

= 2 G(x1, . . . , xn) .

% �$ ���� �#�� �� $+	 ��	��	+���� ������� ��� �� ��	$��/��� *�� �� α1, . . . ,

αn ����� � �+�� �	 � ������	

(∇ϕ) (α1, . . . , αn) = 0 ,

�*�� y = α1 x1 + · · · + αn xn ����� � �"������ ��	�"����� �	 x ��* �	� Y :=

〈x1, . . . , xn〉 .
8.6. ;��� (X, (·, ·)) "�� &#�	 �� ��������* ���*���	, Y "��  �*&��	 �	 X ��-

������"�� $�������, ��� L : X −→ Y � �����*���� �� 	�!	�#��� ��	�	��,

$���$�, ��� x ∈ X, Lx ∈ Y ����� � �"������ ��	�"����� �	 x ��* �	� &#�	 Y.

��	$��/�� *�� � �����*���� L ����� ��������.

8.7. ;��� (X, (·, ·)) "�� &#�	 �� ��������* ���*���	, Y "��  �*&��	 �	 X

��������"�� $�������, x ∈ X ��� y ∈ Y � �"������ ��	�"����� �	 x ��* �	�

&#�	 Y. @�����	�	����� ��� (8.8′) ��� �� ��	$��/��� *��

‖y‖ ≤ ‖x‖.

�����"�����, ��	$��/�� *��

‖x‖2 = ‖x − y‖2 + ‖y‖2.

8.8. '� �	  � ��	����	+ �� ������ 8.7, �� {e1, . . . , en} ����� ��� 	�!	�	��-

$���� ���� �	 Y, ��	$��/�� *��

‖y‖2 = |(x, e1)|2 + · · · + |(x, en)|2.

8.9. (����*���� �	 Bessel.) ;��� (X, (·, ·)) "�� &#�	 �� ��������* ���*���	,

{e1, . . . , en} "�� 	�!	�	��$���	 �+����� ��	�X, ��� x ∈ X. % �$ ���� �� �������

8.7 ��� 8.8, ��� �� ��	$��/��� *��

|(x, e1)|2 + · · · + |(x, en)|2 ≤ ‖x‖2.





9. �)�����&�, �)��)���!#���� ��� 	���/���"���#�

%� � �* �	 ��
����	 �������� $+	 �����" "��	�� ��� �������" �����	�����,

� �" ��� �$�	���#� ��� ��� �$�	$��� ������. D���� !� �� ����&	����� �	 !"��

�� $������	�	���� �������, �	 	�	�	, *�� !� $	+��, � �$"���� ����� �� ��

��	���
��!���� "��	��.

9.1. �)�����&� ��� �)��)���!#���� ��������� �"������#�/�

%� � �� ��� ��*���� !� �������	 �� �� "��	�� ��� �$�	���#� ��� �$�	$��� ���-

��� �������#� �����	������ �� "��� �������* &#�	, ��!# ��� ����������#� ��-

�����. D���� !� 	���	 �� �	 &������������* �	� #� �	 ��* ������, ��� 	�	�*-

���� �������, ��� �� ���������� ��� ��������� �	�����*���� ��� �$�	���� ��*

������.

!��	�� 9.1 ;��� X "�� �������* &#�	, ��� L : X −→ X ��� ��������

�����*����. 4"�� *�� � L �
���� "���  �*&��	 X1 �	 X ����������, �� 	 X1

�����	������� �"�� �� L ��	� �� �* �	 , $���$� �� 	 L(X1) ����"&���� ��	� X1,

L(X1) ⊂ X1.

 ������	��� 9.1

1. ;��� X "�� �������* &#�	. 7�!� �������� �����*���� L : X −→ X

�
���� �	   �	&#�	  {0} ��� X �����	���	 .

2. ;��� λ "�� ���������* ���!�*, ��� L : R3 −→ R3, L(x1, x2, x3) :=

(λx1, 2λx1 + x2, x3). � L �
����, *�� $������#��� ����� ��"��, �	�  �*&��	

X1 := {x ∈ R3 : x = (x1, x2, 0)} �����	���	.

3. ;��� λ "�� ���������* ���!�*, ��� L : R2 −→ R2, L(x1, x2) := (λx1, λx2).

��� � &*��� ���������* ���!�* k, � L �
���� �	�  �*&��	 X1 := {x = (x1, x2) ∈
R2 : x2 = kx1} �����	���	.
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;��� �#�� X "�� �������* &#�	, x1 "�� �� ��$����* $��� ��� �	 , ���

X1 	 &#�	 �	 ��������� ��* �	 x1, X1 :=< x1 > . '�� �������� �����*����

L : X −→ X �
���� �	� X1 �����# �*�� �����	���	, ��  ���&�� ��������-

�* ���!�* λ �"�	�	 #��� �� ��&+�� Lx1 = λx1, 	�*��, *�� $������#��� �����

��"��, !� ��&+�� ��� Lx = λx ��� ��!� x ∈ X1. � �* �	 ���	�* �� 	$���� ����

�������� $+	 �	�+ �����#� ���	�#�, 	� 	�	�� "&	 � �$������� ������� ��� �
��-

�	�" ��� '�!������#� ��� R ���" D�������, � �#� ��� �$�	���#� ��� �$�	$��-

� ������.

%�� � �"&��� 	� �������	� �� &#�	� !� ����� ���� ���������	� ���� ����$��	�,

K = R � K = C.

!��	�� 9.2 ;��� X "�� �������* &#�	 ���� ��	 K, ��� L : X −→ X ���

�������� �����*����. ;�� λ ∈ K �"����� ������	� (eigenvalue) �� L, ��  ���&��

�� ��$����* ��	�&��	 x �	 X, x ∈ X \ {0}, �"�	�	 #��� �� ��&+�� Lx = λx. ;��

x ∈ X \ {0}, ��� �	 	�	�	 ��&+�� Lx = λx, �"����� ����������	� (eigenvector) �� L �

��	 ��� �$�	���� λ.

�� x1 ����� �$�	$��� ��� ��� �������� �����*���� L, �*��, ��	
��#, � L

�
���� �	� &#�	 < x1 > �����	���	.

%�	 ��	�"����� �	 ��	�	 !��, !� $	+�� *�� �$�	$���+�����, �	 ������	�&	+�

�� ��� $+	 $��
	�����" �$�	���", ����� �������� ���/������.

�$��� 9.1"���X ���� ��		�
�� $���, 
�� x1, . . . , xm ����������	��� 	��� ��		�
��

����
������ L : X −→ X �� ��� ��� ��� ��������
�� ������	�� λ1, . . . , λm. #��� ��

x1, . . . , xm ����� ��		�
� ���������.

%�������. � ��*$��/� !� $	!�� ��������� � ��	 m. ��� m = 1 	 ��& ����* ���-

!�+��, ��	
��#, �
	+ �	 x1, � �� ��$����* $��� ���, ����� �������� ���/�����	.

F�	!"�	 �� �#�� *�� 	 ��& ����* ��&+�� ��� m − 1 ��� !� $��/	 �� *�� ��&+�� ���

��� m. ;��� *�� α1x1 + · · · + αmxm = 0. �*�� !� "&	 �� �
’ ��*

0 = λm · 0 = λmα1x1 + · · · + λmαmxm

��� �
’ ��"�	 

0 = L(0) = α1Lx1 + · · · + αmLxm = λ1α1x1 + · · · + λmαmxm.
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D�	�"��

(9.1) 0 = α1(λm − λ1)x1 + · · · + αm−1(λm − λm−1)xm−1.

��* � �� �� �&"�� "����� ��"��, �*�� �� �������� ���/������� ��� x1, . . . ,

xm−1 ��� �	 ���	�*�	 *�� �	 λm ����� $��
	�����* ��� λ1, . . . , λm−1, *�� α1 = · · · =

αm−1 = 0. D�	�"��, � �&"�� α1x1 + · · ·+αmxm = 0 ���
���� ��� �	�
� αmxm = 0

��� �� $���� αm = 0. % ���#, �� x1, . . . , xm ����� �������� ���/������.

H� $	+�� �#�� �����" ���" �$�*���� �$�	$��� ������.

�$��� 9.2 "��� X ���� ��		�
�� $��� ���� �� ��� ��	� K, L : X −→ X 	��

��		�
� ����
�����, 
��, ��� λ ∈ K, �=@ (L, λ) := {x ∈ X : Lx = λx}. #��� ��$����:

i. &�� 
��� λ ∈ K, �� �=@ (L, λ) ����� ���$��� ��� X.

ii. "�� λ ∈ K ����� ������	� ��� L �
���� ����, �� �� �=@ (L, λ) ��� ����$�� 	��� ��

	�����
� ������	�, �=@ (L, λ) �= {0}.

iii. �=@ (L, λ) \ {0} ����� �� ������ ��� ����������	���� ��� L �� ��� λ.

iv. #� �=@ (L, λ) ����� � ������ ��� ����
������L−λ idX , �=@ (L, λ) = Ker (L−λ idX).

v. &�� ��� ��������
� λ1, λ2, � ��	� ��� �=@ (L, λ1) 
�� �=@ (L, λ2) ����$�� 	��� ��

	�����
� ������	�, �=@ (L, λ1) ∩ �=@ (L, λ2) = {0}.

%�������. �� i., ii., iii., ��� iv. ����� ��	
���. �	 v. "����� 	 �������� ��* �	 4����

9.1. ��� �� �	 ��	$��/	 ��,  �	!"�	 �� *�� x ∈ �=@ (L, λ1) ∩ �=@ (L, λ2). �*�� !�

"&	 �� Lx = λ1x ��� Lx = λ2x, � ���# λ1x = λ2x, 	�*�� (λ1 − λ2)x = 0, ���

��	�"��, �*�� �	 *�� λ1 − λ2 �= 0, x = 0.

1���	 �� �#�� �$�	���" ��� �$�	$���+����� ����������#� �������, ��� ��� � -

�"&��� !� $	+�� *�� 	� �$�	���" ��� �����*���� � �����	 � �� �� �$�	���" �	 

������	�&	 ������ � ��	 	�	��$��	�� ����,  �	!"�	��� 
 ���� *�� 	 ������-

�* &#�	 ����� ��������"�� $�������.

!��	�� 9.3 ;��� A "�� ����������*, n × n, ������ �� ��	�&��� ��* "�� �#��

K, A ∈ Kn,n. ;�� λ ∈ K �"����� ������	� �	 A, ��  ���&�� �� ��$����* $��� ��� x

�	 Kn, x ∈ Kn \ {0}, �"�	�	 #��� �� ��&+�� Ax = λx. ;�� $��� ��� x ∈ Kn \ {0},

��� �	 	�	�	 ��&+�� Ax = λx, �"����� ����������	� �	 A � ��	 ��� �$�	���� λ.
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��	�����. ;�� ���������*, n × n ������ A, A ∈ Rn,n, ��	��� 
 ���� �� !��-

��!�� ��� � ��	�&��	 �	 Cn,n, � ���# ����� $ ���*� ��  ���&	 � ��� ����$��"

�$�	���" ��� ����$��� �$�	$���+����� ��* ���������	+ ������.

%�� � �"&��� $��	 �� "�� ��������* �������	 ��� �� �$�	���" ��* ������.

%+�
��� �� � �* 	� �$�	���" ��* n×n ������ ����� ���� ��* �	� ��+�	 ��!�	+

n.

�����#� 9.1 "��� A ���� 	�����
��, n × n, ����
��. "��� 	�����
�� ���	�� λ �����

�
���� ���� ������	� ��� A, �� det (A − λIn) = 0.

%�������. �	 λ ����� �$�	���� �	 A, �� ��� �*�	 �� �	 �������* �+����� Ax = λx,

� ��	$+���� �	 (A−λIn)x = 0, "&�� �� ��$����� �+��. � �* *��, ���� �� ������,

� ������� �����# �*��, �� 	 ������ A − λIn $�� ����� �������"<��	, $���$� ��

� 	���	 �� �	 ��$��������, det (A − λIn) = 0.

!��	�� 9.4;���A "�� n×n ����$��* ������, A ∈ Cn,n. �	 �	� #� �	 p, p(λ) :=

det (A − λIn), �"����� $��
������
� �������	� �	 A.

D+�	�� ��	��� �� $������#��� ����� ���������, *�� 	 ��!�* �	 �	� ��+�	 

p, p(λ) := det (A − λIn), ����� n. D�	�"��, �+�
��� �� �	 !�����#$� !�#���� ��

�������, ��!� n × n ����$��* ������ "&��, ����#��� ��� ��� �	�����*����

�	 , n �$�	���".

;��� X "�� �������* &#�	 ��������"�� $�������, dim X = n, ��� L :

X −→ X ��� �������� �����*����. �� B1 = {x1, . . . , xn} ��� B2 = {y1, . . . , yn}
����� $+	 ����� �	 X ��� A,B 	� ������ �� L � ��	 B1 ��� B2, ������	�&�,

!���#��� ��!� 
	�� ��� �$�� ���� ��	 ��$�	 	����	+ ��� ��	 ��$�	 ���#� ��,

�	 ��*����� �	 !� �� ����&	����� ��� � �"&��� ����� �� ��	�$�	���	 �� ���

�&"�� ����/+ ��� ������� A ��� B.

7��’ ��&��  ���&�� �����# ��� �������� �����*���� L1 : X −→ X ��� ���

	�	�� ��&+�� L1xj = yj, j = 1, . . . , n. ��� ��� �������	
� L−1
1 �� L1 ��&+�� L−1

1 yj =

xj, j = 1, . . . , n. �� S ����� 	 ������ �� L1 � ��	 �� ����� B1 ��� B2, ��	 ��$�	

	����	+ ��� ��	 ��$�	 ���#� ��, ������	�&�, �*�� 	 S ����� �������"<��	 ��� 	

S−1 ����� 	 ������ �� L−1
1 � ��	 �� ����� B2 ��� B1 ��	 ��$�	 	����	+ ���

��	 ��$�	 ���#� ��, ������	�&�, ��. ��� ��*���� 5.3. D�	�"��, �� S = (sij) ���
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S−1 = (s′
ij) "&	 ��

(9.2) yj =
n∑

i=1

sijxi ��� xj =
n∑

i=1

s′
ijyi, j = 1, . . . , n.

D���� �� �	  ������ A ��� B "&	 ��

(9.3) Lxj =
n∑

i=1

aijxi ��� Lyj =
n∑

i=1

bijyi, j = 1, . . . , n.

��	�$�	���	 �� �#�� �	� ������ �� L � ��	 �� ����� B2 ��� B1, ��	 ��$�	

	����	+ ��� ��	 ��$�	 ���#� ��, ������	�&�, �� $+	 ��*�	 , ��� �� 	$���!	+��

���� ���! ���� �&"�� ����/+ ��� ������� A ��� B. ;&	 ��, �+�
��� �� �� (9.2)

��� (9.3),

Lyj =
n∑

i=1

bijyi =
n∑

i=1

bij

( n∑
�=1

s�ix�

)
=

n∑
�=1

( n∑
i=1

s�ibij

)
x�,

Lyj =
n∑

�=1

s�jLx� =
n∑

�=1

s�j

( n∑
i=1

ai�xi

)
=

n∑
i=1

( n∑
�=1

ai�s�j

)
xi,

j = 1, . . . , n, ��	�"�� "�� ������ ����� 	 SB ��� "�� 	 AS, 	�*�� !� "&	 ��

SB = AS, $���$� A = SBS−1. ;��� 	$���!����� ��� �&"�� �	 ������	+����.

%� ���	 !� ��	�"�	 �� �� $��� �#�	 �� �� �&"�� ����/+ A ��� B $��
	������,

���� ��* "��� ��������	 	����*.

1� �$�	���" ��� �������� �����*���� $�� �/���#����, �"����, ��* ��� � -

�������"�� ����. H� $��/	 �� �#�� *�� ��� 	� ������ A ��� B, �	 ������	�&	+�

���� �$�� �������� �����*����, "&	 � �� �$�� �$�	���".

!��	�� 9.5 =+	 ������ A,B ∈ Kn,n �"�	���� �	����, ��  ���&�� �������"<��	

������ S ∈ Kn,n �"�	�	 #��� A = SBS−1.

%+�
��� �� �� ��	��	+����, 	� ������ A ��� B �	 ������	�&	+� �� ��� ����-

���� �����*���� � ��	 $+	 �����, ��� �$�� ��!� 
	�� ��	 ��$�	 	����	+ �� ���

��	 ��$�	 ���#� ��, ����� *�	�	�.

H� $	+�� �#�� *�� *�	�	� ������ "&	 � �� �$�� �$�	���".

�����#� 9.2 "��� A,B ∈ Kn,n ��� �	���� ����
��. #��� �� A 
�� B �$��� ��� �����

������	��.
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%�������. ;��� S ∈ Kn,n �������"<��	 ������ �"�	�	 #��� A = SBS−1. ;���

�#�� λ �$�	���� �	 A. �*��  ���&�� �� ��$����* $��� ��� �	 Kn, "��� x�, �"�	�	

#��� Ax� = λx�. D�	�"��, !� "&	 ��, (SBS−1)x� = λx�, 	�*�� S−1(SBS−1)x� =

λS−1x�, $���$� B(S−1x�) = λ(S−1x�). �
	+ 	 S−1 ����� �������"<��	 ��� �	 x� ��

��$����*, ��� �	 S−1x� ����� �� ��$����* $��� ��� �	 Kn, ��� ��* ��� ���� ����

�&"�� � �������	 �� *�� �	 λ ����� �$�	���� �	 B. '� �	� �$�	 �����# ��*�	

$��&�	 �� *�� ��� ��!� �$�	���� �	 B ����� ��� �$�	���� �	 A.

�� λ ����� ��� �$�	���� �	 ������ A, �*�� �� �$�	$���+����� �	 A � ��	

��� �$�	���� λ ����� 	� �� �������"�� �+��� �	 	�	���	+ �������	+ � ������	

(A − λIn)x = 0.

���

A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann

⎞
⎟⎟⎠ ,

"&	 ��

A − λIn =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a1n

...
...

...

an1 an2 . . . ann − λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

 ������	� 9.2 H� ��	�$�	���	 �� �� �$�	���" ��� �� �$�	$���+����� �	 ������

A,

A =

⎛
⎜⎝

1 −1 −1

1 −1 0

1 0 −1

⎞
⎟⎠ .

;&	 ��, �����+��	��� � ��	 ��� ���� ���� �����,

det (A − λI3) = det

⎛
⎜⎝

1 − λ −1 −1

1 −1 − λ 0

1 0 −1 − λ

⎞
⎟⎠

= −det

(
1 −1 − λ

1 0

)
− (1 + λ)det

(
1 − λ −1

1 −1 − λ

)
,
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��	�"��

det (A − λI3) = −(1 + λ) − (1 + λ)(λ2 − 1 + 1) = −(1 + λ)(λ2 + 1).

% ���# 	� �$�	���" �	 ������ ����� λ1 = −1, λ2 = i, λ3 = −i. ��� �� ��	�$�	-

���	 �� �� ������	�&� �$�	$���+�����, ����� �� �+�	 �� �� 	�	���� �������� � -

������� (A − λjI3)x = 0, j = 1, 2, 3.

��	�����. �� ��	 ��	��	+���	 ����$�����, 	 ������ A !����!�� � �����*����

�	 R3 ��	� �� �* �	 , �*�� � �*�� �$	���� ����� �	 λ1.

!��	�� 9.6;��� λk �$�	���� �	 ������A ∈ Cn,n, ��� p, p(λ) := det (A−λIn), �	 &�-

�����������* �	� #� �	 �	 A. %�����
� ������������ �� �$�	���� λk �"����� 	


 ���* ���!�* µk, ��� �	� 	�	�	 ��&+�� p(λ) = (λ − λk)
µkq(λ), �� q "�� �	� #� �	

��!�	+ n − µk �	 	�	�	 $�� ��$�������� ��	 λk, $���$� � �	�����*���� �	 λk �

���� �	 &������������	+ �	� ��+�	 �	 ������ A. � ���	���
� ������������

ρk, ρk := dim �=@ (A, λk) = dim{x ∈ Cn : Ax = λkx}, ����� �	 ���!	 ��� ��������

���/������� �$�	$��� ������ �	 A � ��	 λk.

%�� � �"&��� !� $	+�� *�� � ���������� �	�����*���� $��  ��������� ��� ����-

����� �	�����*����.

�����#� 9.3 "��� λ′ ������	� ���� ����
� A ∈ Cn,n 	� ������
� ������������ µ(λ′)


�� ���	���
� ������������ ρ(λ′). #��� ��$��� 1 ≤ ρ(λ′) ≤ µ(λ′) ≤ n.

%�������. � ��#�� ��� � ���� ���� ����*���� ����� ��	
����. ����� � ���# ��

$��/	 �� *�� ρ(λ′) ≤ µ(λ′). H"�	 �� ρ := ρ(λ′) ��� µ := µ(λ′). ;��� x1, . . . , xρ ∈ Cn

�������� ���/������ �$�	$���+����� �	 A � ��	 λ′, $���$� Axi = λ′xi, i =

1, . . . , ρ. �*��, ���� �� ������,  ���&	 � xρ+1, . . . , xn ∈ Cn �"�	�� #��� {x1, . . . , xn}
�� ����� ���� �	 Cn. ;��� S 	 ������ �	 "&�� ����� �� $���+����� x1, . . . , xn,

S := (x1, . . . , xn). �*�� ��&+�� detS �= 0, ��. ��*���� 7.1, � ���# 	 S ����� ����-

���"<��	. �#�� "&	 �� Sei = xi, i = 1, . . . , ρ, ��� ��� ei = S−1xi, i = 1, . . . , ρ,

��	�"��

S−1ASei = S−1Axi = S−1(λ′xi) = λ′S−1xi = λ′ei.
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% ���#, 	 ������ S−1AS ����� �� �	�
�

S−1AS =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ′ 0 � � . . . �
. . .

...
...

...

0 λ′ � � . . . �

� � . . . �

0 � � . . . �

� � . . . �

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

(
λ′Iρ B

0 C

)
.

��� �	 &������������* �	� #� �	 �	 A ��&+��, ��	�"��,

p(λ) = det (A − λIn) = detS−1det (A − λIn)detS

= det (S−1AS − λIn) = (λ′ − λ)ρdet (C − λIn−ρ),

*�	 ��� $�+���� ��*���� &�����	�	������ �	 ���	�* *�� detS−1 = 1/detS, � -

���# ρ ≤ µ.

 ������	� 9.3 � �*�� �$�	���� �	 ������ A,

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0 0

0 2 2 0

0 0 2 3

0 0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

����� �	 2, �� ��������� �	�����*���� �"�����, µ(2) = 4. �	 �+����� (A−2I4)x =

0 "&�� &#�	 �+���� < (α, 0, 0, 0) >, �� α ���������*� ���!�*. % ���# � ��������-

�� �	�����*���� �� �$�	���� ����� "��, ρ(2) = 1.

9.2. 	���/���"���#� "����/�

%� � �� ��� ��*���� !� ��&	��!	+�� �� �� $������	�	���� �������, !� ���-

���	 �� $��
	�� � �!��� ��� �� ����� "�� ������ $������	�	�����	 ��� !�

���
��!	+�� ��	 ���*���	 ���&���	 �	� #� �	 ��* ����������	+ ������.

;�� ������ D = (dij) ∈ Cn,n �"����� ���������, �� ��&+�� dij = 0 ��� i �= j,

$���$� �� "&�� �� ��$����� ��	�&��� �*�	 ��� $���#��* �	 . �� λ1, . . . , λn ����� ��

$���#��� ��	�&��� �	 D, �*�� � &�� ���
	 �� D = diag (λ1, . . . , λn).
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!��	�� 9.7 ;�� ������ A ∈ Kn,n �"����� ��������������	��, ��  ���&�� ����-

���"<��	 ������ S ∈ Kn,n �"�	�	 #��� 	 ������ S−1AS �� ����� $���#��	,

S−1AS = D �� D $���#��	 ������.

;�� �������	, ��� �	 �*�� "�� ������ ����� $������	�	�����	, $������ ��	

��*�	 !	 !�#����.

*������ 9.1 "��� ����
�� A ∈ Kn,n ����� �
���� ���� ��������������	��, �� ���$��

��� ������ ����������	���� ��� A, �� ����� ��������� ���� ��� Kn.

%�������. ;��� ���’ ��&�� *�� 	 A ∈ Kn,n ����� $������	�	�����	. �*��  ���&��

������ S ∈ Kn,n, S = (s1, . . . , sn), �"�	�	 #���

S−1AS = diag (λ1, . . . , λn).

D�	�"�� !� "&	 ��AS = S diag (λ1, . . . , λn) = (λ1s
1, . . . , λnsn), 	�*��Asi = λis

i, i =

1, . . . , n, $���$� �� λ1, . . . , λn ����� �$�	���" �	 A, �� ������	�&� �$�	$���+�����

s1, . . . , sn. �#�� �� s1, . . . , sn ����� �������� ���/������, ��. �� ��	����� 5.1 ���

6.3, ��	�"�� ��	���	+� ���� �	 Kn.

�������	
� �#��, �� x1, . . . , xn �$�	$���+����� �	 A, � ��	 λ1, . . . , λn, �	 

��	���	+� ���� �	 Kn, �*�� 	 ������ S := (x1, . . . , xn) ����� �������"<��	 ���

��&+�� AS = (Ax1, . . . , Axn) = (λ1x
1, . . . , λnxn) = S diag (λ1, . . . , λn), ��� S−1AS =

diag (λ1, . . . , λn), $���$� 	 A ����� $������	�	�����	.

����� ��*��	�� �	 H�������	 9.1 ��� �	 4�����	 9.1 ����� �	 ���	�* *��

"�� n×n ������ �� ��� $+	 $��
	�����" �$�	���" λ1, . . . , λn ����� $������	�	��-

���	.

�����#� 9.4 "��� A ∈ Kn,n ���� ����
�� 	� ��� ��� ��������
�� ������	�� λ1, . . . , λn.

T��� � A ����� ��������������	��.

%�������. ;��� x1, . . . , xn �$�	$���+����� �	 A � ��	 �� �$�	���" λ1, . . . , λn,

������	�&�. %+�
��� �� �	 4���� 9.1 �� x1, . . . , xn ����� �������� ���/������,

	�*�� �	 ��	�"����� "����� ��* �	 H�#���� 9.1.

;��� A "�� n × n ���������* ������. H���	+�� ��	� Rn, �� ��� ���	����

�	 ����, ��� �����*���� LA : Rn −→ Rn, x 
→ Ax. 1 ������, �	 ������	�&��

�� � �� ��� �����*����, �����, 
 ����, 	 A. �	 ��#���� ����� �#��, ���� �*�	�
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��	��� � �����*���� �� �������!�� �� "��� ������ ���	+����� �	�
�, �� ����"-

/	 �� ����, ��������� ���� �	 Rn. F�	!"�	 �� *�� 	 A ����� $������	�	�����	,

S−1AS = D = diag (d1, . . . , dn) = (dij). H���	+�� �� ���� {Se1, . . . , Sen} �	 Rn,

*�	 
 ���� Sei = si ����� � i−��� ����� �	 S. H� $��/	 �� ��"�� �#�� *�� 	

������, �	 ������	�&�� ���� LA � ��	 � �� �� ����, $�� ����� ���	 ��* �	�

$���#��	 ������ D, ���	�* ��	 	�	�	 	
�������, ���� �����	 �"�	, � �������

��� $������	�	������� �������. ���������� "&	 ��

LAsj = Asj = ASej = SS−1ASej

= SDej = S(dje
j) = djSej = djs

j

(=
n∑

i=1

dijs
j), j = 1, . . . , n,

�&"�� � 	�	��, ���� �� ������, �� 	$���� ��	 ���! ���* ��	�"�����.

!��	�� 9.8 ;�� ������ A ∈ Cn,n �"�����

i. �	�������, �� A� = A, *�	 A� := ĀT ,

ii. ��		���
��, �� ����� ���������* ��� � ������� �� �	� ������	
* �	 , A ∈ Rn,n

��� AT = A,

iii. ���������, �� ����� ���������* ��� 	 ������	
* �	 ����� �������	
* �	 ,

A ∈ Rn,n ��� AT A = In.

��	�����. 7�!� � �������* ������ �����, ��	
��#, ��� ��������*. ��� "���

	�!	�#��	 ������ A,A = (a1, . . . , an) ��&+�� (ai, aj) = δij , i, j = 1, . . . , n, �$�������

	� ����� �	 ����� 	�!	�#��� ����/+ ���, ���	�* ��	 	�	�	 � �	� 	� ������

	
���	 � ��� 	�	����� �	 .

�����#� 9.5 %� A ∈ Cn,n ����� ���� �	������� ����
��, ���� �� ������	�� ��� ����� ���-

	���
�� ���	��.

%�������. ;��� λ ��� �$�	���� �	 A ��� x ∈ Cn "�� �$�	$��� ��� �	 A � ��	 λ,

$���$� x �= 0 ��� Ax = λx. �*�� !� ��&+�� ��� Ax = λx, ��� Āx̄ = λ̄x̄. D�	�"��

(Āx̄)T = (λ̄x̄)T , 	�*�� x̄T ĀT = λ̄x̄T . % ���# "&	 �� x̄T ĀT x = λ̄x̄T x � x̄TAx = λ̄x̄T x

� x̄T (λx) = λ̄x̄T x, ��� (λ − λ̄)x̄Tx = 0. �#��, x̄Tx �= 0, �
	+ x �= 0, 	�*�� λ − λ̄ = 0,

$���$� 	 λ ����� ���������* ���!�*.
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%�� � �"&���, ��	 H�#���� 9.2, !� $��/	 �� *�� 	� � �������	� ������ �����

$������	�	�����	�. '������ !� $	+�� *��, �� A ∈ Rn,n ����� "�� � �������*

������, �*��  ���&�� 	�!	�#��	 ������ S, $���$� �"�	�	 #��� ST = S−1, ���

�	� 	�	�	 ��&+�� S−1AS = diag (λ1, . . . , λn). ���� ��	�"�	 �� �� 	$���!	+�� ��

� �* �	 �����* ��	�"�����, !� $#�	 �� 	����"�� ��	���������� ��	���"�����

��� � �������	+ ������.

!��	�� 9.9 =+	 ������ A,B ∈ Rn,n �"�	���� �������� �	����, ��  ���&�� 	�!	-

�#��	 ������ S ∈ Rn,n �"�	�	 #��� B = ST AS. ;�� ������ A ∈ Rn,n �"�����

�������� ��������������	��, �� ����� 	�!	�#��� *�	�	 �� "��� $���#��	 ������.

��	�����. �
	+, ��� ��!� 	�!	�#��	 ������ S, o ������	
* �	 ����� ��� ����-

���	
* �	 , $+	 	�!	�#��� *�	�	� ������, ����� *�	�	�.

%+�
��� �� �	 ��*�	 !	, ��#�	 ��	���������*, ��	�"�����, �$�	$���+�����

� �������#� �������, �	 ������	�&	+� �� $��
	�����" �$�	���", ����� 	�!	�#-

��� ����/+ �	 .

�$��� 9.3 "��� A ∈ Rn,n ���� ��		���
�� ����
��, λ, µ ��� ������	�� ��� 
�� x, y

��������$� ����������	���. %� λ �= µ, ���� �� x, y ����� ��������.

%�������. �
	+ 	 A ����� � �������*, "&	 �� AT = A. �#�� Ax = λx, ���

(Ax)T = (λx)T , 	�*�� xT A = λxT , ��	�"�� xT Ay = (λxT )y = λ(xT y) = λ(x, y).

D����*�!���, xT Ay = xT (µy) = µ(xT y) = µ(x, y). ��* �� $+	 � �" �&"��� � ���-

����	 �� *�� (λ − µ)(x, y) = 0, 	�*�� (x, y) = 0, �
	+ λ �= µ.

%+�
��� �� �	 $�+���	 ��	���������* ��	�"�����, � �������	� ������ �� ���

$+	 $��
	�����" �$�	���" ����� 	�!	�#��� $������	�	�����	�.

�����#� 9.6 "��� A ∈ Rn,n ���� ��		���
�� ����
��, 	� ��� ��� ��������
�� 	�����

���� ������	�� λ1, . . . , λn. #��� � A ����� �������� ��������������	��.

%�������. ;��� x1, . . . , xn �$�	$���+����� �	 A � ��	 �� �$�	���" λ1, . . . , λn,

������	�&�. @��� ����� �� �����*���� ��	�	+�� �� $�&!	+�� *�� �� x1, . . . , xn

����� �	��$����, $���$� ‖xi‖ = 1, i = 1, . . . , n. D����*�!���, �+�
��� �� �	 ��	�-

�	+���	 4����, �� x1, . . . , xn ����� ��� $+	 	�!	�#��� ����/+ �	 , � ���# ��&+��
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(xi, xj) = δij, i, j = 1, . . . , n. �#��, 	 ������ S, S := (x1, . . . , xn), ����� 	�!	�#-

��	 ��� ��&+�� ST AS = ST (Ax1, . . . , Axn) = ST (λ1x
1, . . . , λnxn) = ST Sdiag (λ1, . . . ,

λn) = diag (λ1, . . . , λn).

'��� ��* �� ��	��	+���� $+	 ��	���������� ��	���"����� ������� �#�� ��

!"�� �� $#�	 �� ��� �	 �����* ��	�"�����. %����#�	 �� *�� ��&+�� ��� �	 ����-

���	
	 � �	+ �	 ��	���"����	, � ��*$��/� �	 	�	�	 ����� ������� �	�+ � �	-

�*����, ��. ��� ������ 9.15.

*������ 9.2 +��� n × n ��		���
�� ����
�� ����� �������� ��������������	��.

%�������. � ��*$��/� !� $	!�� ��������� � ��	 n. ��� n = 1 �	 ��	�"�����

����� ��	
��". %�* ��������* ����,  �	!"�	 �� *�� 	 ��& ����* �� ��&+�� ���

(n − 1) × (n − 1) ������ ��� !� $��/	 �� *�� ��&+�� ��� ��� n × n ������.

;��� A ∈ Rn,n "�� � �������* ������, λ1 ��� �$�	���� �	 ��� x1 "�� ����-

��	�&	 �	��$���	 �$�	$��� ���. �*��  ���&	 � x2, . . . , xn ∈ Rn �"�	�� #��� �	

�+�	�	 {x1, . . . , xn} �� ��	����� 	�!	�	��$���� ���� �	 Rn. 1 ������ S, S :=

(x1, . . . , xn), ����� 	�!	�#��	 ��� ��&+��

ST AS = ST (λ1x
1, Ax2, . . . , Axn) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1(x
1, x1) � . . . �

λ1(x
2, x1)
... B

λ1(x
n, x1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 � . . . �

0
... B

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

*�	 B "�� (n − 1) × (n − 1) ���������* ������, B ∈ Rn−1,n−1. �
	+ 	 ������

A ����� � �������*, !� "&	 �� (STAS)T = ST AT (ST )T = ST AS, $���$� 	 ST AS

����� � �������*, 	�*��, �+�
��� �� �� ��	��	+����, !� "&�� �� �	�
�

ST AS =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 0 . . . 0

0
... B

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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��� 	 B ����� ����� � �������*. �#��, �+�
��� �� ���  �*!��� �� �������,

 ���&�� "�� 	�!	�#��	 ������ T ∈ Rn−1,n−1 �"�	�	 #��� T T BT = diag (λ2, . . . ,

λn). H"�	 �� �#��

T1 :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0

0
... T

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

��� "&	 ��

(ST1)
T A(ST1) = T T

1 (ST AS)T1 = T T
1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 0 . . . 0

0
... B

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ T1 = diag (λ1, . . . , λn).

�#��, 	 ������ ST1 ����� 	�!	�#��	, ��� "��� � �������	 �� *�� 	 ��& ����*

�� ��&+�� ��� ��� n × n � �������	+ ������.

9.2.1. <� �����#�� "��'��'�� ���� "�����. ;��� A ∈ Kn,n "�� ������. D���-

$� � $������� �	 �������	+ &#�	 Kn,n ����� n2 ��� 	� $ ����� Ai, i = 0, . . . , n2,

����� ��	�&��� �	 Kn,n, �� In, A, . . . , An2
����� �������� �/�����"��. D�	�"��

 ���&	 � α0, . . . , αn2, *&� *�� ��$"�, �"�	�� #��� α0In + α1A + · · · + αn2An2
= 0,

0 ∈ Kn,n, $���$�  ���&�� �� ��$����* �	� #� �	 ��!�	+ �	 �	�+ n2, �	 	�	�	 	

������ A ����� “����”. �	 !"�� �	 !� �� ����&	����� ��� � �"&��� ����� ����

�*�	�  ���&�� �� ��$����* �	� #� �	 P, ��!�	+ ����*���	 �	 n2, �"�	�	 #��� 	

A �� ����� “����” �	 , P (A) = 0. �	 �����* ��	�"����� �$# ����� �	 H�#���� ���

Caley–Hamilton, �+�
��� �� �	 	�	�	 �	 &������������* �	� #� �	 ��* ������,

��!�	+ n, "&�� � �� ��� �$�*����.

!��	�� 9.10 ;��� A "�� n × n ������, A ∈ Kn,n. �	 �	� #� �	 p �	 ���&�-

��	 $ ���	+ ��!�	+ �� ������	��!��	 � ��������, $���$� � �������� �� ����-

�+���� $+���� �	 , �� �	��$�, ��� �	 	�	�	 ��&+�� p(A) = 0, �"����� ���$����

�������	� �	 A.

�	 ���&���	 �	� #� �	 ��* ������ ����� ��	
��# �	�	������� 	����"�	.

����������, ��  ���&�� $+	 $��
	������ ���&���� �	� #� �� p ��� q ��* ������



138 9. �=�1��'D%, �=�1=���F%'��� 7�� =������1�1��%�

A, �*�� � $��
	�� �	  !� ���� ����*���	 ��!�	+ ��� !� ����	�	�	+�� �� �&"��

(p − q)(A) = 0, $���$� �� p ��� q $�� !� ���� ���&���� �	� #� ��, ��	�	.

�$��� 9.4 "��� A ∈ Kn,n, p �� ���$���� �������	� ���, 
�� P ��� �������	� ��� ��

����� ��$��� P (A) = 0. #��� �� p ������ �� P.

%�������. ��* �	� 	����* �	 p "����� *�� 	 ��!�* �	 ����� �	 �	�+ *�	 ���

	 ��!�* �	 P. D�	�"�� ��&+�� P = pq + r, �� �	� #� �� q ��� r �"�	�� #���

	 ��!�* �	 r �� ����� ����*���	 �	 ��!�	+ �	 p. H"�	 �� �� $��/	 �� *�� �	

r ����� �	 ��$����* �	� #� �	. ��  �	!"�	 ��, ��	 �������, *�� � �* $�� �����

���!", !� ��&��� �
’ ��* r(A) = P (A) − p(A)q(A) = 0 ��� �
’ ��"�	 	 ��!�*

�	 r !� ���� ����*���	 �	 ��!�	+ �	 p, ��	�	.

%�� � �"&��� !� $	+�� *�� *�	�	� ������ "&	 � �	 �$�	 ���&���	 �	� #� �	.

�$��� 9.5 B	���� ����
�� �$��� �� ���� ���$���� �������	�.

%�������. ;��� A,B ∈ Kn,n *�	�	� ������, $���$� B = S−1AS �� S ∈ Kn,n. �� i

����� "�� 
 ���* ���!�* � �	 ��$"�, �*�� Bi = (S−1AS)i = S−1AS · · · S−1AS =

S−1AiS, ���, �����# ������	�&�, Ai = SBiS−1. D�	�"��, �� ��� ���	�	 �	� #� -

�	 p ��&+�� p(A) = 0, !� "&	 �� ����� p(B) = S−1p(A)S = S−10S = 0.�������	
�,

�� ��� ���	�	 �	� #� �	 q ��&+�� q(B) = 0, !� "&	 �� ����� q(A) = Sq(B)S−1 =

S0S−1 = 0. ��* �� ����"�� "����� �+�	��, �� ���	 ��  �’ *<�� �� ��� �	 ���	�*

*�� �	 ���&���	 �	� #� �	 ��* ������ 	������� �	�	�������, *�� 	� ������ A ���

B "&	 � �	 �$�	 ���&���	 �	� #� �	.

%+�
��� �� �	 ��*�	 !	 �����* ��	�"�����, ��� Caley–Hamilton, "�� ����-

�� ����� “����”, �� "��	�� �	 ������� ��
� ��	 H�#����, �	 &������������	+

�� �	� ��+�	 . D�# �	��*� �"&�� �#�� /"���� *�� 	 ��!�* �	 ���&���	 �	� �-

�+�	 ��* n × n ������ ����� �	 �	�+ n2, �#�� !� $	+�� *�� � �* 	 ��!�* �����

�	 �	�+ n.

*������ 9.3 (��� Caley–Hamilton) %� p ����� �� $��
������
� �������	� ���� ��-

��
� A ∈ Kn,n, ���� ��$��� p(A) = 0.

%�������. ;��� p(t) = (−1)n(tn + αn−1t
n−1 + · · · + α0), �� αi ∈ K, i = 0, . . . , n − 1.

D���$�, �+�
��� �� ��� (7.11), ��&+�� (A − λIn) adj (A − λIn) = det (A − λIn)In,
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"&	 ��, ������	���  �’ *<�� ��� �	� 	����* �	 &������������	+ �	� ��+�	 ,

(9.4) (A − λIn) adj (A − λIn) = p(λ)In.

�#�� 	 adj (A − λIn) "&�� ��	�&��� �	� #� �� � ��	 λ ��!�	+ �	 �	�+ n − 1,

��	��� � ���# �� ���
�� ��� �	�
�

(9.5) adj (A − λIn) = B0 + B1λ + · · · + Bn−1λ
n−1.

��* �� (9.4) ��� (9.5) ������	 ��

(9.6) (A − λIn)(B0 + B1λ + · · · + Bn−1λ
n−1) = (−1)n(λn + αn−1λ

n−1 + · · · + α0)In.

%+������ � �������#� ��� $+	 �"�� �� (9.6), $���$� �+������ ��� � �������#�

�$��� $ ������ �	 λ, �� $����

AB0 = (−1)nα0In

−B0 + AB1 = (−1)nα1In

...

−Bn−2 + ABn−1 = (−1)nαn−1In

−Bn−1 = (−1)nIn .

�	����������	��� � �" �� �&"��� �� In, A, . . . , An, ������	�&�, ��� ��	�!"�	-

��� ���� �"�� ������	 ��

0 = (−1)n(α0In + · · · + αn−1A
n−1 + An),

$���$� p(A) = 0.

% �$ ��	��� �	 4���� 9.4 �� �	 H�#���� 9.3 	$��	+����� ��"�� ��	 ��*-

�	 !	 ��	�"�����.

����#�� 9.1 #� ���$���� �������	� ���� ����
� ������ �� $��
������
� ��� �����-

��	�.
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9.3. 
#�$#���

9.1. ��	�$�	����� �� �$�	���" ��� �� ������	�&� �$�	$���+����� �� �����*����

L : R3 −→ R3, L(x) := Ax, *�	 

A :=

⎛
⎜⎝

1 0 −1

1 2 1

−1 −1 1

⎞
⎟⎠ .

9.2. ;��� X "�� �������* &#�	, L : X −→ X "�� ��	�	�
���*, λ ���

�$�	���� �� L, ��� x "�� �$�	$��� ��� �� L � ��	 ��� �$�	���� λ. ��	$��/��

*�� �	 λ ����� $��
	�	 �	 ��$��*. ��	�$�	����� ��� �$�	���� �� L−1 ��� "��

�$�	$��� ��� �� � ��	 � �� ��� �$�	����.

9.3. ;��� L : X −→ X ��� �������� �����*����, ��� x "�� �$�	$��� ��� �� L �

��	 ��� �$�	���� λ. ��	�$�	����� ��� �$�	���� ��� "�� ������	�&	 �$�	$��� ���

�� �������� �����*���� L2 := L ◦ L.

9.4. ;��� L,M : X −→ X �������" �����	�����. �� � M ����� "����, $���$�

"�� ��	 "��, ��� x "�� �$�	$��� ��� �� L◦M � ��	 ��� �$�	���� λ, ��	�$�	�����

��� �$�	���� ��� "�� ������	�&	 �$�	$��� ��� �� �����*���� M ◦ L.

9.5. ��	$��/�� *�� "�� ������ A ∈ Rn,n ����� �����# �*�� �������"<��	, �� �	

��$"� $�� ����� �$�	���� �	 .

9.6. ;��� A ∈ Rn,n "�� ��� ��������* ������ A ∈ Rn,n. ��	�$�	����� ��

�$�	���" �	 .

9.7. ��	�$�	����� �� �$�	���" ��� �� �$�	$���+����� �	 ������

A :=

⎛
⎜⎝

3 2 4

2 0 2

4 2 3

⎞
⎟⎠ .
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9.8. ��	�$�	����� ��� ��������� ��� �� ���������� �	�����*���� ��� ������-

���#� �$�	���#� �	 ������

A :=

⎛
⎜⎝

7 −1 −2

−1 7 2

−2 2 10

⎞
⎟⎠ .

9.9. ;���

A :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

3 6 6 −2

−2 −5 −6 2

2 4 5 −2

4 6 6 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

��	�$�	�����, ��  ���&��, "��� $���#��	 ������ *�	�	 �	 A.

9.10. ;��� n ∈ N ��� A ∈ R2n+1,2n+1. ��	$��/�� *�� 	 ������ A "&�� �	 ��&���	�

��� ���������� �$�	����.

9.11. ;���

A :=
1

15

⎛
⎜⎝

10 5 10

5 −14 2

10 2 −11

⎞
⎟⎠ .

��	�$�	����� "��� $���#��	 ������ *�	�	 �	 A.

9.12. D/������ ���� �*�	� 	� ������

A :=

⎛
⎜⎝

1 0 −4

0 5 4

−4 4 3

⎞
⎟⎠ , B :=

⎛
⎜⎝

1 −1 −1

0 3 2

0 −1 0

⎞
⎟⎠ , ��� C :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

3 −4 0 5

1 −1 0 1

2 −3 1 4

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

����� $������	�	�����	�.

9.13. (����*���� �	 Gerschgorin.) ;��� A = (aij) "�� n × n ������ ��� λ ���

�$�	���� �	 . ��	$��/�� *��, ��� ���	�	 i ∈ {1, . . . , n}, ��&+��

|aii − λ| ≤
n∑

j=1
j �=i

|aij |,
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$���$� ��!� �$�	���� λ ��������� �� ���	�	� �+��	 ��	 ����$��* �����$	, �� �"-

���	 aii ��� ������
∑n

j=1
j �=i

|aij |. 1� �+��	� � �	� �"�	���� 
�
��� ��� Gerschgorin. '�

� �*� �	� ��*�	 $�� ��	�$�	���	 �� 
 ���� �� �$�	���" ��* ������, ���� "&	 ��

��� $��!��� �� ��� �"!	$	 ���	����	+ ���.

['�������: ;��� x "�� ������	�&	 �$�	$��� ���. �� xi ����� ��� ���’ ��*� �	 ����

�"����� � ����#�� �	 x, �*�� !� "&	 ��

(aii − λ)xi =
n∑

j=1
j �=i

aijxj.]

9.14. % �$ ���� �� ������� 9.5 ��� 9.13, ��� �� ��	$��/��� *�� "�� ������,

�� � ����� � ����&��� $���#��	, ����� �������"<��	, �� ��	$��/��� $���$� ���

������ 6.2.

9.15. ;��� A ∈ Rn,n "�� 	�!	�#��� $������	�	�����	 ������. ��	$��/�� *�� 	

A ����� � �������*.
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