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�������� 4: 	
�������
����� 
4.1 ������� Turing 
����
 ���� ������ ��
 ��	
�� ���
�����: 
� ��	�������� �������� 
� �������� �� ��
��� 
��
 

 ��
 ��	

 ������
�� �� ���������
��  �	

��  ��!�
���� ������� 
("#����� $���!�!�). 
 
%
 �!����� Turing ����
 	

 ���
 ��. ��
 �	�� &� �
���, ����
� ����
 ��
 ���
 �� 
������
: ��� �	
�
��� �� '������
��� 	

 
����
�� �	
�
�
��
 
�� �!���
��
��. 
 
������ ����, 

 �!����� Turing ����
 ��� �	�� (low level) �	
�
�
��
 � �
����
. 
(��
�
 �: 
1. )���
 ��������, �!���# !  ���� ��#  �
 ��
�
����� �
�� �
�	���
 �	� �
 ��

 
���
 � 	����� �� �
� ��� ���� (��������) 	
� �����#���� #�!. 

2. )���
 �	��� �� 	�
� �!� 	��
���'# �
��. 
3. )���
 ��
 ������
 ���
 �� �� 	�
� �
�� �	
�
�
��
�� 	
� �	
�
�� �� 
	������
	

#�
��. 

 
 

$	�
�! *�
��� … a b � � � … 
 

 
 

q+aq1, q+
bq2,… 

(���!�� 
��	�������
� 
)����
� 

 
� ��
�
����� �
�
�&!�
 � ����
 ! � ��
�&!: 
 
�	�
�� 
����
�� ����
��
� 
� ���
 #  �������! q0 
� ��	�������! ��,! �
���
� ��!� ��
���, ��,
�  �
 ��
����� �!� ���� 
���
 ���
 
 ��� ����
�� � 

� �  �'��# ������
 ��
 	���
 ����
�
 �!� ��,!� �
���
� 
 
��&� �#�� �,������
 �	�: 
� *!�  �������! q ��!� 
	
�� ���� ���
 
� *
 ����
�
 
 	
� �
���-�
 �	� �!� ��
���  
 
*
 �#��  ���
 �
� �,#� ������
��: 
1. ����-�
 �!�  �������! 
2. ���
 �&
��� �
 ����
�
 �!� ��
���� 	
� ���� ���
  ��� �	� �!�  �'��# �� ��� 
���
 (	
&���� �
 ��

) 

3. ���� 
��� �!�  �'��# ��,
� # ��
�����, # �!� �'#��
 �������!�! 
 

��'��# �������!�/���'#� 
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.��� �	
�
�
���� ����
 �������� ��� '���
��� �� ��� ���
 #  �������!. 
	
����: ! ���
��! ��,! ��,
� �!�  �'��#� �����  ��� ����
�� (��� 	��� ���). 
 
��� 
����� Turing ����
 ��� 7-��� * = (Q, (, /, �, q0, �, F) �	
�: 
� Q: 	�	�������
 ������ ����������� 
� (: 	�	�������
 �������� ������� 
� /: 	�	�������
 �������� ������� �� (�/ 
� �:Q�/�Q�/�{L,R,N}, �	
� L=left, R=right, N=no movement 
� q0�Q: ������ ��������� 
� ��/–(: ���� ��
���� 
� F�Q: ������� ����������� 
 

��� ��������� ������� �
� * ����
 ��� ��
��� (q,x,�), �	
� q�Q, x��  �
 �:��/ �� 

�(y)=� �
� ��� � ��� �	� 	�	�������
 ��
&�� y��. 
 
�������� �	� ���  �������! ��
���� �� ��� ���!: (q,x,�)�(q0,x0,�0), �	
�: 
� �(q,�(x))=(q0,�0(x),�), �	
� �(x): �
 ����
�
 ��
���� 	
� �
���-
��� 
� �0(y)=�(y) �
�  �&� y1x 
� x�=x�1, ��� �=L 

x�=x+1, ��� �=R 
x�=x, ��� �=2 

 

.��� ��������
�� �
� * ����
 ��� 	�	�������! � 
�
�&��  z0�z1�…�zn. 
% �	
�
�
���� ���
������ ��� zn=(q,x,�) �� q�F. 
 
/
� ��� 	�	�������! ��,! w�(* �	
�
��� �� 
���
��� �!� �,
�� �!� �� �,#�: 
 

  0     
… � � w � � … q0 

  3     

 
… � � w� � � … q�F 

  3     
 
 
� )���!��: �	
�
�� 

 �!����� Turing �� �	
�
��-
�� ��� 
������ ����������� 
���� ������#��
� �� ��'��#�
��; 

� 2�
! 
� %
 ��
&�
� �	
�
�� �� ���	������&
�� ��� ��,�
� (����
 # ���	�������!, 
��
&��� ���� ������
�) 

� .�� ��'��!�
 �	
��� �� �	��
&�!&�� �	��  �
 

 	�	��������� ��,�
� �� 
���� 
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   x1 '
���  x2 '
���    xn '
���    
… � $ a … a $ a … a $ … $ a … a $ � … 
 

 	
q0 

                

 
   x '
���   

… � $ a … a � … 
 

 	 
q�F 

    
 

f(x1,…,xn)=x 
 
4.2 ����	��
��� ����	��
�
� 
*��� &� �
���
��� ���� ���
 ���	
 �	
�
�
��
�: ������
���� �����������. 
 
� 4��
 �� (�����#��
� 

� fZERO
(n)(x1,…,xn)=0, �
�  �&� n�� 

� fSUCC
(n)(x1,…,xn)=x1+1, �
�  �&� n�� 

� fPROJ(i)
(n)(x1,…,xn)=xi �� 1
i
n 

fPROJ(i)
(n)(x1,…,xn)=0 �
�'
���
 � 

 
� (��&��! 

� )),...,(),...,,...,((),...,( 1
)(

1
)()(

1
)(

),...,,( 11 n
n

Hn
n

H
m

Gn
n

HHGNCOMPOSITIO xxfxxffxxf
mm

�  

 
� �	�# �����
�# 
� fREC(G,H)

(n)(x1,…,xn�1,0)=fG
(n)(x1,…,xn�1,0) 

� fREC(G,H)
(n)(x1,…,xn�1,y+1)=fH

(n+1)(x1,…,xn�1,fREC(G,H)
(n)(x1,…,xn�1,y),y) 

 
%
 ������#��
� ���&��!  �
 �	�# �����
�# �	
�
�� �� ��������
��  �
 �� ��� 
���
�� 	

 	
��	�
 �� ������#��
�: ����� ������
���� �����������. 
 
������
��� 1 

pred: �+� 
pred(0)=0 
pred(y+1)=y 
 

pred(0)=fZERO
(1)(0) 

REC(ZERO,PROJ(2)) 
pred(y+1)=fPROJ(2)

(2)(pred(y),y) 
 
������
��� 2 

add: �+� 
add(x,y)=x+y 
x+0=x 
x+(y+1)=(x+y)+1 
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add(x,0)=fPROJ(1)

(2)(x,0) 
REC(PROJ(1),COMP(SUCC,PROJ(2))) 

add(x,y+1)=fSUCC
(1)(fPROJ(2)

(3)(x,add(x,y),y)) 
 
������
��� 3 

mult: �+� 
mult(x,y)=x�y 
x�0=0 
x�(y+1)=x�y+x 
 
mult(x,0)=fZERO

(2)(x,0) 
mult(x,y+1)=add(fPROJ(1)

(3)(x,mult(x,y),y),fPROJ(2)
(3)(x,mult(x,y),y)) 

 
�	������ ����

������
� 

.��� R��n+1. %��-
��� f:�n+1
+� �� �,#�: 

� f(x1,…xn,b)=�
 �����
 y �� y
b  �
 R(x1,…xn,y) �� �	����
 
� f(x1,…xn,b)=b ���
�� 
)�� ! R ����
 �	�� �����
�
 #, ����  �
 ! f ����
 �	�� �����
�
 #. 
 
� )���!��: �	���
�� ������#��
� 	
� ����
 �
�
�&!�
 � �	
�
���
��� ���� ��
 
�	�� �����
�
 ��; 

� 2�
, �
� 	�����
��� ! ������!�! Ackermann: 
A(0,y)=y+1 
A(x+1,0)=A(x,1) 
A(x+1,y+1)=A(x,A(x+1,y)) 

 
!����� "�����
�� 
��&� �	�� �����
�
 # ������!�! ����
 total.  
���� 

 �	�� �����
�
 �� ������#��
� ��� 	��
������
�� ���� �
� �
�
�&!�
 � 
�	
�
���
��� ������#��
�. 
d(n)=fn(n)+1 
�	
� fn ����
 ��� ���&�!�! ��� �	�� �����
�
 �� ������#���� (	� ��,
 
���'
 �). 
� d ����
 �
�
�&!�
 � �	
�
���
�!. 

�	
��� �� ����
 �	�� �����
�
 #; �� ��
, ���� d=fk �
� ��� k��. 
*��� fk(k)=fk(k)+1 (��
	
). 
 
�� �	������ ����

������
� 
.��� ������!�! g �� n+1 &���
�. 
�� �	����
 y ���


 ����: 
1. 
z
y, fg

(n+1)(x1,…,xn,z)� 
2. 
z<y, fg

(n+1)(x1,…,xn,z)>0 
3. fg

(n+1)(x1,…,xn,y)=0 
����: fMIN(g)

(n)(x1,…,xn)=y 
5
�'
���
 �: fMIN(g)

(n)(x1,…,xn) 	 
 
�����#�!�! 
1. 5
�
�&!�
 � �	
�
���
�! ������!�! 
2. ��� ����
 ������#��
� 	
� ��� ��
�� �
�# 	���
� (��
 total – partial) 
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-������
���� �����������: ���� �	
�
�� �� ��!���
��
�� �	� �	��� ������#��
� 
��!�
�
	

�����: 
� ���&��! 
� �	�# �����
�# 
� �! '������! ����
��
	
�!�! 
 
4.3 � ��
� ��� Church 
5
�'
�

 ���	

 �� 
���
��� �	
�
�
�
���!��: 
� WHILE 	�
�������� 
� �!����� Turing 
� �����
�
 �� ������#��
� 
� /������
 �� 
 
*��
 �  �
 

 ������
� ����
 
�
�����

: �	
�
�� �� �	
�
���
�� � �
��� �
� ��
�� 
������#��
�. 
*
 ��

 �	
����&! �  �
 �
� ���� �
� ����� 	�
�	�&�
�� 	�
��

�
��
� �
� �
 
�	
�
��-���
. 
 
��
� ��� Church 
1. 6�

 

 �!���
��
� �	
�
�
��
� 	
� �	
�
��� �� ����
��
��� ��� ����
 

��������

 �	� �
�� 	���	���. 

2. 6�

 ���
� 

 �!���
��
� 	��
���'
�� �
� �
�
�&!�
 � �	
�
���
��� 
������#��
�. 

 
� 5�� ����
 &���!�� (���� �
� 2)! 
 
4.4 �� �������

�� �	� ������ 
�� «�	
���,
���» (��  �
 ��
 �� 100% ��	
 � ��&!���
 � ���	
) ��
 �
 #�����
� 
$��
����
�� ��� ����
 ���
�
&�
 � �	
���
�
. 
� 5�� �	����
 	�������� �
 
	
�
 �
� ���
�
: 

� .�� 	�������� 7 
� .�� ���
�
 ���
����� D 
�������-�
  �
 ����
 ��� �	� �
� �,#� ��
 �,��
��: 
� 1 �� �
 7 �� ���
�
 D �������-�
 
� 0 ���
�� 

� ��
�
�#: 5�� �	
��� �� ���,�
 �	�� �
 7 �� ���
�
 D, �
��
 ���
 �	
��� �� �!� 
���������
, ��� 	��	�
! 

 
.��� ��
 �
 �����!�� *�����
��
� �	
��� �� �	
��&�� �� ���
�
&�
 � ���	
. *��� 
�	����
 	�������� CheckHalt(P,D) �
 
	
�
 �������-�
 	����  �
 ��� ����
: 

� 1 �� �
 7 �� ���
�
 D �������-�
 
� 0 �� �
 P �� ���
�
 D �����
 �	 �	�
�
� 

 
8���: �	
�
��� �� &���#�
��� ��� 	�������� ��� ��� ���
�
 ���
�����. 
� 
��� #��� �	�������
 # ��
� 	����� �� ������ �
� 	�
!�
����
� �
���, ���� 
����
 	��
� 	�
'��#� ��!� 	�!�
'
�
 #: 	� compilers, parsers  �	 ���
���
 
	�
�������� ��� ���
����. 
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.�� 	�������� �	
��� ���
��� ��  ��
 
	

!&�� ��� ���� ���
 '��
 �� ��
&��� 
(Goedel-
	
�!�!). )	
����� �	
�
��� �� ���,
��� ��� 	�������� 7 �� ���
�
 �
 
��

 �
 7. �

 ��� � �
���� 
��-
��� ��� 	�������� Test �� �,#�: 
Test(P): 

IF CheckHalt(P,P) �������-�
 �� �,
�
 1 
*�)2 x:=1; WHILE x>0, DO x:=x+1 END 
END 

 
��� �
��
 �
� ���� �����
&�
 	
� �	
�
��� �� ��
	

#�
��� (&��! �
� Church). 
 
*
 ��������
 ���� ���,
��� �
 Test �� ���
�
 Test;  
� .��� ��
 Test(Test) �������-�
. 
*��� �, 
�
��
� CheckHalt(Test,Test) �������-�
 �� �,
�
 1. $�� ! �	�&��! �
� 
IF 
����
,  �
 ��� �
 Test �� ���
�
 Test ��� �������-�
 (��
	
). 

� .��� ��
 Test(Test) ��� �������-�
. 
*��� CheckHalt(Test,Test) ����
 0, ��� �
 Test ��� � 
�
�&�� �!� 	���	���! IF 
 �
 �������-�
 (��
	
). 

 
% ���
� ���	
� �� �	
'��
��� �
 ��
	
 ����
 �� ���	����
��� ��
 ��� �	����
 
	�������� CheckHalt, ��� �
 	����!�� ������
��
� ��� ������
 ���
�
&�
 �. 
 
*
 	���	��� �	
����!�� ��� ����
 100% ��	
 � �
��
 &� �	��	� �� 
���
���: 

� *
 �!�����
 ��� 	�������� �� �����
 �� ���
�
  �	

� ���
���� 
� ��� � �
��� �	��
&�
����
 �� 	�
�������� 

9����
 !  ����
 # 
��� �	
��	�����
 �� ��'#��
�. 
 
4.5 ��� �!��	� ������


�"����� ��
 �� ������


�"����� 
#� 
!��	� ����$! ������


�"����� ��
 �� 
� *
 �����!�� *�����
��
� 
�	
�
��� �� 
���
��� ��� 1-1 ������!�! ����,� 	�
��������� 7  �
 '��
 �� 

��
&��� �. .��� Pn �
 n-��
 	�������� ���#� �!� �	���&�!�!�. .���: 
� halt(n,m)=1 �� �
 Pn �� ���
�
 m �������-�
 
� halt(n,m)=0 ���
�� 
� ������!�! halt ��� ����
 �	
�
���
�!. 
 
� �����#�!�!: (�
 	�
!�
����
 ��&!�� ��� ��!�
�
	

#���� �!� �	���&�!�! 
��� 	�
���������. 5
�
�&!�
 � �� ��
� �	
��
�#���� �����
�� ��
 ! halt ��� 
�	
�
��-���
. 

 
������
��� 1 
� halt1(n,m)=m, �� �
 Pn �� ���
�
 m �������-�
 
� halt1(n,m)=	, ���
�� 
 
� �	
�
���
�! 
8���: 
1. /
� �
 n �	
�
��-
��� �
 Pn 
2. *���
��� �
 Pn �� ���
�
 m 
3. )�� �������-�
, ��������� �� �,
�
 m 
4. ���
�� 	�
'���� ��� ��������� 	
�� 
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������
��� 2 
� halt2(n,m)=m, �� �
 Pn �� ���
�
 m �������-�
 
� halt2(n,m)=0, ���
�� 
 
.��� ��
 ! halt2 �	
�
��-���
 �	� ��� 	�������� HALT2. 
����
��� �
� �	
�
�
��� �!� halt �� ����� �!� halt2: 
1. *���
��� �
 HALT2 �� ���
�
 m 
2. )�� �
 HALT2 ��������
 �� �,
�
 0, ���
��� �,
�
 0 
3. )�� �
 HALT2 ��������
 �� �,
�
 m, ���
��� �,
�
 1 
���� �
 	�������� �	
�
��-�
 �!� halt (��
	
). 
$�� ��� �	����
 ���


 	�������� HALT2. 
 
������
��� 3 
� halt3(n,m)=�(m), �� �
 Pn �� ���
�
 m �������-�
 
� halt3(n,m)=�(m), ���
�� 

�	
� �,�:�+� �	
�
���
��� ������#��
�. 
 
/��
 � &���-�
 �
 	�����
��� 2, ���� �	
��� �� ����
 �	
�
���
�!. ��. �	� �!� �,#� 
	�
:	�&��!: 


m��: �(m)���(m)�  �
 �(m)=�(m).  
 
/
� 	�����
���: 
� �(m)=m2, �� m<200 
� �(m)=	, ���
�� 
 
� �(m)=m2, �� m<100 
� �(m)=	, ���
�� 
 
�	
�
�
���� �!� halt3 �� ���# �!� 	���	���!: 
1. �	
���
�� 	�����!�� �(m)  �
 Pn �� ���
�
 m 
2. )�� ���������
 	���
 �
 Pn, 
����
 ! 	���	���! 1, ��� ������
�� �
� 
�	
�
�
��� �
� �(m)  �
 ,� ��!�� ����� �
� �(m) 

3. )�� ���������
 	���
 �
 �(m), ���� �(m)� ��� �(m)=�(m). *��� 
halt3(n,m)=�(m), �
 
	
�
 ���
 #�! �	
�
�
���� 

4. )�� ��� ���������
 
��� �
 Pn 
��� �
 �, ���� halt3(n,m)	 
 
������
��� 4 
� halt4(n,m,k)=1, �� �
 Pn �� ���
�
 m �������-�
 �
 	
�� �� k �#���� 
� halt4(n,m,k)=0, ���
�� 
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