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Ασκηση 1 - Συνέλιξη στο χρόνο και στη συχνότητα

Στο πεδίο του χρόνου

cxy(t) =

∫ +∞

−∞
x(τ)y(t− τ)dτ =

∫ +∞

−∞
e−3τu(τ)e2(t−τ)u(−t+ τ)dτ (1)

=

∫ +∞

−∞
e−3τe2(t−τ)u(−t+ τ)u(τ)dτ = e2t

∫ +∞

−∞
e−5τ)u(−t+ τ)u(τ)dτ (2)

Ισχύει
u(−t+ τ)u(τ) = 1, 0 < τ και τ > t (3)

∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις :

� t > 0: τότε

cxy(t) = e2t
∫ +∞

t
e−5τdτ = −1

5
e2t

[
e−5τ

]+∞

t
= −1

5
e2t(0− e−5t) =

1

5
e−3t, t > 0 (4)

� t < 0: τότε

cxy(t) = e2t
∫ +∞

0
e−5τdτ = −1

5
e2t

[
e−5τ

]+∞

0
= −1

5
e2t(0− 1) =

1

5
e2t, t < 0 (5)

Συνολικά
cxy(t) =

1

5
e2tu(−t) + 1

5
e−3tu(t) (6)

Στο πεδίο της συχνότητας, η συνέλιξη γίνεται γινόµενο, άρα

Cxy(f) = X(f)Y (f) =
1

3 + j2πf

1

2− j2πf
=

A

3 + j2πf
+

B

2− j2πf
(7)

µε

A =
1

(2− j2πf)

∣∣∣
j2πf=−3

=
1

5
(8)

B =
1

(3 + j2πf)

∣∣∣
j2πf=2

=
1

5
(9)

οπότε

Cxy(f) =
1
5

3 + j2πf
+

1
5

2− j2πf
←→ cxy(t) =

1

5
e−3tu(t) +

1

5
e2tu(−t) (10)

από τους πίνακες γνωστών Ϲευγών.

Ασκηση 2 - Αντίστροφος Μετασχ. Fourier Ι

Από την ιδιότητα της δυικότητας, έχουµε

Atri(t/T )←→ AT sinc2(fT ) (11)

AT sinc2(Tt)←→ Atri(−f/T ) = Atri(f/T ) (12)



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2023-24/Λύσεις Τέταρτης Σειράς Ασκήσεων 2

λόγω αρτιότητας της συνάρτησης tri(). Οπότε

Atri
(f − f0

B

)
←→ ABsinc2(Bt)ej2πf0t (13)

και
Atri

(f + f0
B

)
←→ ABsinc2(Bt)e−j2πf0t (14)

από την ιδιότητα της µετατόπισης στη συχνότητα. Οπότε

x(t) = ABsinc2(Bt)ej2πf0t +ABsinc2(Bt)e−j2πf0t = 2ABsinc2(Bt) cos(2πf0t) (15)

Ασκηση 3 - Αντίστροφος Μετασχ. Fourier ΙΙ

Είναι

X(f) =
4

−(2πf)2 + j8πf + 3
=

4

(j2πf2 + 4(j2πf) + 3
=

4

w2 + 4w + 3
(16)

µε w = j2πf . Οι ϱίζες του πολυωνύµου του παρονοµαστή είναι w = −3, w = −1, οπότε

X(f) =
4

(j2πf + 3)(j2πf + 1)
=

A

j2πf + 3
+

B

j2πf + 1
(17)

µε

A =
4

(j2πf + 1)

∣∣∣
j2πf=−3

= −2 (18)

B =
4

(j2πf + 3)

∣∣∣
j2πf=−1

= 2 (19)

΄Αρα

X(f) =
−2

j2πf + 3
+

2

j2πf + 1
←→ x(t) = 2e−tu(t)− 2e−3tu(t) (20)

από τους πίνακες γνωστών Ϲευγών µετασχ. Fourier.

Ασκηση 4 - ΄Εξοδος ΓΧΑ συστήµατος για περιοδική είσοδο

Γνωρίζουµε ότι η έξοδος ϑα είναι της µορφής

y(t) =

N∑
k=1

Ak|H(kf0)| cos(2πkf0 + ϕk + ∠H(kf0)) (21)

(αʹ) Θα είναι
y(t) = 2|H(1/2π)| cos(t+ ∠H(1/2π)) (22)

µε

H(1/2π) =
4

4 + j
=

4(4− j)

|4 + j|2
=

16− j4

17
=

16

17
+ j
−4
17

(23)

Με υπολογιστή τσέπης ϐρίσκουµε ότι

|H(1/2π)| = 0.97 ∠H(1/2π) = −14o (24)

οπότε συνολικά
y(t) = 2|H(1/2π)| cos(t+ ∠H(1/2π)) = 1.94 cos(t− 14o) (25)
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(ϐʹ) Θα είναι
y(t) = |H(4/2π)| cos(4t+ π/4 + ∠H(4/2π)) (26)

µε

H(4/2π) =
4

4 + 4j
=

4(4− 4j)

|4 + 4j|2
=

16− j16

32
=

1

2
− j

1

2
(27)

Εύκολα ϐρίσκουµε ότι

|H(4/2π)| =
√

1

2
∠H(4/2π) = −45o = −π

4
(28)

οπότε συνολικά
y(t) = |H(4/2π)| cos(4t+ π/4 + ∠H(4/2π)) =

1√
2
cos(4t) (29)

(γʹ) Το σύστηµα είναι ΓΧΑ, οπότε το άθροισµα των εισόδων ϑα δώσει το άθροισµα των επιµέρους εξόδων, άρα

y(t) = y(a)(t) + y(β)(t) = 1.94 cos(t− 14o) +
1√
2
cos(4t) (30)

Ασκηση 5 - ΓΧΑ Συστήµατα και ∆ιαφορικές Εξισώσεις

΄Εστω το ΓΧΑ σύστηµα που περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d2

dt2
y(t) + 5

d

dt
y(t) + 6y(t) =

d2

dt2
x(t) + 2

d

dt
x(t)− 8x(t) (31)

(αʹ) Εφαρµόζουµε την ιδιότητα της παραγώγισης.

(j2πf)2Y (f) + 5j2πfY (f) + 6Y (f) = (j2πf)2X(f) + 2j2πfX(f)− 8X(f) (32)

Y (f)((j2πf)2 + 5(j2πf) + 6) = X(f)((j2πf)2 + 2(j2πf)− 8) (33)

H(f) =
(j2πf)2 + 2(j2πf)− 8

(j2πf)2 + 5(j2πf) + 6
(34)

∆εν µπορούµε να εφαρµόσουµε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα γιατί το πολυώνυµο του αριθµητή είναι ίδιου
ϐαθµού µε του παρονοµαστή. Πρέπει να κάνουµε διαίρεση πολυωνύµων, και τότε παίρνουµε

H(f) = 1 +
−3(j2πf)− 14

(j2πf + 2)(j2πf + 3)
(35)

το οποίο αναπτύσσεται σε µερικά κλάσµατα ως

H(f) = 1 +
A

j2πf + 2
+

B

j2πf + 3
= 1 +

−8
j2πf + 2

+
5

j2πf + 3
(36)

Η κρουστική απόκριση ϐρίσκεται εύκολα από έτοιµους πίνακες ως

h(t) = δ(t)− 8e−2tu(t) + 5e−3tu(t) (37)

(ϐʹ) Η είσοδος έχει µετασχ. Fourier

X(f) =
1

4 + j2πf
(38)

οπότε η έξοδος ϑα έχει µετασχ. Fourier

Y (f) = H(f)X(f) =
(j2πf + 4)(j2πf − 2)

(j2πf + 3)(j2πf + 2)(j2πf + 4)
=

j2πf − 2

(j2πf + 3)(j2πf + 2)
(39)

το οποίο αναπτύσσεται σε µερικά κλάσµατα και µε όµοια διαδικασία µε το προηγούµενο ερώτηµα καταλήγουµε
στην έξοδο

y(t) = (5e−3t − 4e−2t)u(t) (40)
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[⋆] Ασκηση 6 - Θεώρηµα Parseval

Από τους πίνακες µετασχ. Fourier έχουµε

e−a|t| ←→ 2a

a2 + 4π2f2
, a > 0 (41)

Για a = 1 γίνεται

e−|t| ←→ 2

1 + 4π2f2
(42)

Από το ϑεώρηµα Parseval έχουµε ∫ +∞

−∞
e−2|t|dt =

∫ +∞

−∞

∣∣∣ 2

1 + 4π2f2

∣∣∣2df (43)

=

∫ +∞

−∞

4

(1 + 4π2f2)2
df (44)

Λόγω αρτιότητας και των δυο συναρτήσεων (χρόνου και συχνότητας) έχουµε διαδοχικά

2

∫ +∞

0
e−2|t|dt = 2

∫ +∞

0

4

(1 + 4π2f2)2
df (45)∫ +∞

0
e−2|t|dt = 4

∫ +∞

0

1

(1 + 4π2f2)2
df (46)

−1

2
e−2t

∣∣∣+∞

0
= 4

∫ +∞

0

1

(1 + 4π2f2)2
df (47)

1

2
= 4

∫ +∞

0

1

(1 + 4π2f2)2
df (48)

1

8
=

∫ +∞

0

1

(1 + 4π2f2)2
df (49)

Θέτουµε 2πf = x =⇒ dx = 2πdf και τότε

1

2π

∫ +∞

0

1

(1 + x2)2
dx =

1

8
(50)∫ +∞

0

1

(1 + x2)2
dx =

π

4
(51)

Εναλλακτικά, µπορείτε να ϑέσετε a = 2π και να πάρετε

e−2π|t| ←→ 4π

4π2 + 4π2f2
(52)

που γράφεται ως

e−2π|t| ←→ 1

π + πf2
=

1

π

1

1 + f2
(53)

πe−2π|t| ←→ 1

1 + f2
(54)

και έτσι έχετε, µε αλλαγή µεταβλητής f = x τη συνάρτηση χωρίς τετράγωνο κάτω από το ολοκλήρωµα.

[⋆] Ασκηση 7 - Περιοδικά Σήµατα και Μετασχ. Fourier

Αφού το σήµα µιας περιόδου έχει µετασχ. Fourier

X(f) = 2sinc(2f)− sinc2(f) (55)
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τότε µπορούµε να ϐρούµε τους συντελεστές Fourier µέσω της σχέσης

Xk =
1

T0
X(f)

∣∣∣
f=k/T0

(56)

µε T0 = 2 την περίοδο του περιοδικού σήµατος. ΄Ετσι, ϑα έχουµε

Xk =
1

2
X(f)

∣∣∣
f=k/2

(57)

=
1

2

(
2sinc(2f)− sinc2(f)

) ∣∣∣
f=k/2

(58)

=
1

2

(
2sinc(k)− sinc2(k/2)

)
(59)

= 2sinc(k)− 1

2
sinc2

(
k

2

)
(60)

Είναι

sinc(k) =
sin(πk)

πk
= 0, ∀k ∈ Z − {0} (61)

ενώ

sinc2(k/2) =
sin2(πk/2)

(πk/2)2
=

1

(πk/2)2
, ∀k περιττό (62)

Οπότε
Xk = −1

2

1

(πk2 )2
= − 2

π2k2
, ∀k περιττά, k ̸= 0 (63)


