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�� ���	� ��������

������� �
��� 	
�� ������
��

z1 = 2 − 5j

z2 = 8 + 3j

����	� ����	���� ��� ��������� 	� ��
	�����	� 	�� ��������

z1z2

z1 + z2

z1

z2

z1z∗1

��
� .∗ ������� ��������

 ���
!�" #� ����
�� 	
� ��������� ��
�
���� 	
� ��
	�����	
��

• $ ��
�
����� 	
� ���
��
� ��
 ������"� ���#"� ����� ������	��� ���% �����&
����� �� �'
�� �	
 ���� �� 	�� ������� j2 = −1�

z1z2 = (2 − 5j)(8 + 3j)

= 16 + 6j − 40j − 15j2

= 16 − 34j + 15

= 31 − 34j

• (	�� ����#��� ������"�& ��
�#�	
�� 	
 �����	��� ��
� 	
� z1 � 	
 ����)
�	��� ��
� 	
� z2 ��� 	
 *��	��	��� ��
� 	
� z1 � 	
 *��	��	��� ��
� 	
�
z2�

z1 + z2 = (2 − 5j) + (8 + 3j)

= (2 + 8) + (−5 + 3)j

= 10 − 2j

• +
 �����

z1

z2

�



��
 ������"� ��
�
����	�� �
����������
�	�� 	
 � 	
 �����

z∗2
z∗2

= 1

(�����������

z1

z2
=

z1

z2
· z∗2
z2∗

=
2 − 5j

8 + 3j
· 8 − 3j

8 − 3j

=
(2 − 5j)(8 − 3j)

(8 + 3j)(8 − 3j)

=
16 − 6j − 40j − 15

64 − 24j + 24j + 9

=
1 − 46j

73

=
1

73
− 46

73
j

• ��� ����	% ����	�	�& �	�� �
����������
�� ���� ������� ���#� a+ bj � 	
�
�����% 	
� a − bj �����
�� 	
� �����	��� ���#� a2 + b2� (����"�

z1z
∗
1 = 22 + 52

= 4 + 25

= 29

������� ,
 ��	� 	�� ����"�����

z5 = 1

z2 = −j

z4 = −16

 ���
- ������� zn = a& ��
� z, a ∈ C& �'�� n ������� �� ���.
�� a = |a|ejφ =
|a|(cosφ + j sin φ)& ��	�� ���
�	�� ��� 	�� �'����

zk = n
√

|a|
(

cos
φ + 2kπ

n
+ j sin

φ + 2kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n − 1

(����"� �'
���
1 = 1ej0 = 1(cos 0 + j sin 0)

,



z5 = 1 ⇒
zk =

5
√

1

(
cos

0 + 2kπ

5
+ j sin

0 + 2kπ

5

)
, k = 0, 1, 2, 3, 4 ⇒

zk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1
(
cos 0

5
+ j sin 0

5

)
= 1

1
(
cos 2π

5
+ j sin 2π

5

)
= cos 2π

5
+ j sin 2π

5

1
(
cos 4π

5
+ j sin 4π

5

)
= cos 4π

5
+ j sin 4π

5

1
(
cos 6π

5
+ j sin 6π

5

)
= cos 6π

5
+ j sin 6π

5

1
(
cos 8π

5
+ j sin 8π

5

)
= cos 8π

5
+ j sin 8π

5

$
����

−j = 1ej 3π
2 = 1

(
cos

3π

2
+ j sin

3π

2

)

z2 = −j ⇒

zk =
2
√

1

(
cos

3π
2

+ 2kπ

5
+ j sin

3π
2

+ 2kπ

5

)
, k = 0, 1 ⇒

zk =

⎧⎨
⎩

1
(
cos

3π
2

2
+ j sin

3π
2

2

)
= cos 3π

4
+ j sin 3π

4

1
(
cos

3π
2

+2π

2
+ j sin

3π
2

+2π

2

)
= cos 7π

2
+ j sin 7π

2

+��
��
−16 = 16ejπ = 16 (cosπ + j sin π)

z4 = −16 ⇒
zk =

4
√

16

(
cos

π + 2kπ

4
+ j sin

π + 2kπ

4

)
, k = 0, 1, 2, 3 ⇒

zk =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

2
(
cos π

4
+ j sin π

4

)
2
(
cos 3π

4
+ j sin 3π

4

)
2
(
cos 5π

4
+ j sin 5π

4

)
2
(
cos 7π

4
+ j sin 7π

4

)

������� /
������
�	�� �	�

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · · + xn

n!
+ · · ·

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n − 1)!
+ · · ·

cos x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ · · ·

/



����	� 	�� �'��� Euler�
ejx = cos x + j sin x

 ���
(�*��� � 	� �������� �'
���

ejx = 1 + jx +
(jx)2

2!
+

(jx)3

3!
+

(jx)4

4!
+ · · · + (jx)n

n!
+ · · ·

= 1 + jx − x2

2!
− j

x3

3!
+

x4

4!
+ · · ·+ jn xn

n!
+ · · ·

= 1 + jx + j2x2

2!
+ j3 x3

3!
+ j4x4

4!
+ · · ·+ jn xn

n!
+ · · ·

0�1

!����� �'
���

cos x + j sin x = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ · · ·

+ jx − j
x3

3!
+ j

x5

5!
− j

x7

7!
+ · · · + (j)2n−1 x2n−1

(2n − 1)!
+ · · ·

= 1 + j2x2

2!
+ j4x4

4!
+ j6 x6

6!
+ · · ·+ j2n

x2n

(2n)!
+ · · ·

+ jx + j3 x3

3!
+ j5x5

5!
+ j7x7

7!
+ · · · + (j)2n−1 x2n−1

(2n − 1)!
+ · · ·

0,1

������	��
�	�� 	
�� ��
�� �	�� ������� 0,1 ����	��
�� �	� 	� ���	��� ��� 	��
����"���� 0�1 ��� 0,1 	��	��
�	��� (����"� ��� 	� ��"	� ��� ����� ��� ��� ����

ejx = cos x + j sin x

������� 2
�!�	� {zi} ��� ���������
 ���
�
 ������"� ���#"�� 3���	� �	��

∏
i

zi =
∏

i

|zi|
[
cos

(∑
i

θi

)
+ j sin

(∑
i

θi

)]

��
�
zi = |zi|ejθi

2



 ���
�!'
�� �	� ∏

i

zi =
∏

i

(|zi|ejθi
)

=
∏

i

(|zi|) ej
P

i θi ��� ��� 	� �'��� 	
� Euler

=
∏

i

|zi|
[
cos

(∑
i

θi

)
+ j sin

(∑
i

θi

)]

������� 4
5����
�
�"�	�� 	� �'��� 	
� Euler ���.	� 	
 cos(3θ) �� �����	��� 	
� sin(θ) ���
cos(θ)�

 ���
��� 	�� ��	��	�
*� �'��� 	
� Euler �'
�� �	�

cos(3θ) =
ej3θ + e−j3θ

2

6���	��"�	�� �	� ej3θ =
(
ejθ
)3
� ��
��
���� ������� ����	���

cos(3θ) =

[
ejθ
]3

+
[
e−jθ

]3
2

=
[cos(θ) + j sin(θ)]3 + [cos(θ) − j sin(θ)]3

2

�!'
���

[cos(θ) + j sin(θ)]3 = cos3(θ) + 3j cos2(θ) sin(θ) − 3 cos(θ) sin2(θ) − j sin3(θ)

���

[cos(θ) − j sin(θ)]3 = cos3(θ) − 3j cos2(θ) sin(θ) − 3 cos(θ) sin2(θ) + j sin3(θ)

��	���#��	"�	�� 	�� �������� �'����� ��	��%�
�� �	
 �	�

cos(3θ) = cos3(θ) − 3 cos(θ) sin(θ)

������� 4
+�� ��*"���� 3!7 	�� ���*���� �)1

5



 ���

$� ������� ��	
��� ��� 	�� ���
����� /3 ���*��	��& �����% ���*��	�� ����)
�	��"� �����	%���� , �	����	"� ����� 
� meshgrid ��� mesh. - ��"	� ���
�����
��	� ���
�
 	���
 	
 ����
 
���
� 	�� �����	����& ��" � ���	��� ����� 	�� ����)
�	��% �
����� 	�� �'������� �	�� ������� - �����	��� meshgrid ������� ���

����	� ��
 �������	� 	� 
�
�� ��*���
�� 	
 ���
� ��� 	�� ������� �	
�� ��
 ��)

���� ��� ��������� �� #���� �	
� x ��
�� �� �'
�� 	��� �	
 ����	�� [−3, 3]& �
������� 0.1 #� ���*���

x = [-3:0.1:3];

8� 	�� ��	
�%

[X,Y] = meshgrid([-3:0.1:3],[-3:0.1:3]);

���
���
�� ��
 ������� 
� 
�
�
� ���������
�� 	�� 	��� ��� 	�� x ��� 	�� y �����	")
�� ��	��	
�'� ���� �� ��� 0	�	�����
1 �����& � ������� 9���

8�
�
�� �� #���%�
�� 	
 ����� �
� ���
����� � �������� ��	
�% ��� ��
��
������� 	
� ������
� ������
� ��� 	�� 	�	������ ����
'% �
� 
����	�� ��� 	
��
������
�� ���#
�� {−3 − 3j, 3 − 3j, −3 + 3j, 3 + 3j}� +
 ���
 	
� �����	��
�
��
�� ������ 
 ������� X ��" 	
 ���
 	
� *��	��	��
� ��
�� ������ 
 ������� Y �
(���������� �
�
�� �� ���.
�� ��#� ������� ���#� �� ��	% 	�� ����
'% 0���
*����� ����
�� � 	�� ������� �
� �'
�� ��������1 ���

comp = X + i*Y;

��� 	�� �������� ��	
�% �'
�� �� ����"�
�� ��
 �����	��

• $� ������� X ��� Y ������ �� �'
�� 	
 ���
 ���#
�� ��	� ������� �	� #� ������
�� ������
�� 	
�� ��
���& �'� ��
 �� �'
�� 	� ���� ����& ���� ��� 	�� ����
��������

• - �	����	% i ������ 	
 ���
 	�� *��	��	��%� 
����� �	
 Matlab& ����� �� ��
	�� �'
�� ���#���� ���
�� 	�%�

�*
� �'
�� ��	��������� 	
�� ������
�� ���#
�� �	�� ����
'% �
� �� ��)
���*����& ��� �� ��
�
���
�� 	�� 	�% 	�� �����	���� f(z) = z2 − 1& �
�� ����
����	�
�
�
���

func = comp.ˆ2 - 1;

- f ����� �� �����	��� f : C �→ C� (	
 Matlab& ���� ��� ������	���& ��� �
�
��
�� �'�����
�� 	�	
�
� ���
�� �����	%����� +
 ����	��
 �
� �
�
�� �� ���
��
����� �� �'�����
�� �����	%���� �	
� /3 '"�
 �����% f : R2 �→ R % f : C �→ R� ���
�� ���
�� �
���� �� ���� ��� 	
 ��� ������*���	�� � ������% �����	��� f(z) ������

6



�� �'�����
�� ��'����	� 	
 �����	��� ��� 	
 *��	��	��� ��
� 	��� ��	� �����	�
��	��� ��� � ��*"���� 	�� ������� ��� ����������� �� �'�����
�� 	
 �����	���
	�� ��
�� (	
 Matlab ��� �� ���
�� 	
 �����	��� ��
� ���� ������
� ���#
�
'����
�
�
�� 	�� �����	��� real �

�!	�� ����	�
�
�"�	�� 	�� ��	
�%

mesh(X,Y,real(func));

�����
�� 	
 ��
	����� �
� *����	�� �	
 �'%� ��
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('%� �� +
 �����	��� ��
� 	�� f(z) = z2 − 1

:


