
HU215: LÔseic 1hc seir�c ask sewn

1. • 1oc trìpoc:

GnwrÐzoume ìti w + w∗ = 2<{w}, �ra an w = z1z
∗
2 tìte, w + w∗ = z1z

∗
2 + (z1z

∗
2)
∗ =

z1z
∗
2 + z∗1z2 = 2<{z1z

∗
2}.

'Ara o arijmht c tou 2ou mèlouc thc ekf¸nhshc gr�fetai wc:

1

2

z1z
∗
2 + z∗1z2

z2z∗2
=

1

2

2<{z1z
∗
2}

z2z∗2
=
<{z1z

∗
2}

z2z∗2
.

O paronomast c z2z
∗
2 = |z2|2, �ra eÐnai arijmìc, opìte mporeÐ na mpei mèsa sto prag-

matikì mèroc tou arijmht , �ra ja èqoume:
<{z1z

∗
2}

z2z∗2
= <{z1z

∗
2

z2z∗2
} = <{z1

z2

}.

2oc trìpoc:

To pr¸to mèloc gr�fetai:

<{z1

z2

} = <{r1e
jθ1

r2ejθ2
} = <{r1

r2

ej(θ1−θ2)} =
r1

r2

<{ej(θ1−θ2)} =
r1

r2

cos(θ1 − θ2).(1)

To deÔtero mèloc gr�fetai:

1

2

z1z
∗
2 + z∗1z2

z2z∗2
=

1

2

r1r2e
j(θ1−θ2) + r1r2e

−j(θ1−θ2)

r2
2

=
r1r2

2r2
2

2 cos(θ1−θ2) =
r1

r2

cos(θ1−θ2).(2)

Oi (1), (2) eÐnai Ðsec, �ra kai ta pr¸ta mèlh touc eÐnai Ðsa, �ra apodeÐqjhke to zhtoÔmeno.

• EÐnai:

|z1+z2|2 = |r1e
jθ1+r2e

jθ2|2 = (r1e
jθ1+r2e

jθ2)(r1e
jθ1+r2e

jθ2)∗ = (r1e
jθ1+r2e

jθ2)(r1e
−jθ1+

r2e
−jθ2) = r2

1 + r2
2 + r1r2e

−j(θ1−θ2) + r1r2e
j(θ1−θ2) = r2

1 + r2
2 + 2r1r2 cos(θ1 − θ2).

'Omwc xèroume ìti −1 ≤ cos(θ) ≤ 1, �ra ja eÐnai:
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(r2
1 − 2r1r2 + r2

2) ≤ (r2
1 + r2

2 + 2r1r2 cos(θ1 − θ2)) ≤ (r2
1 + 2r1r2 + r2

2) ⇔
(r1 − r2)

2 ≤ |z1 + z2|2 ≤ (r1 + r2)
2.

'Omwc eÐnai profanèc ìti r1 = |z1|, r2 = |z2| �ra h parap�nw sqèsh gÐnetai:

(|z1| − |z2|)2 ≤ |z1 + z2|2 ≤ (|z1|+ |z2|)2,

pou eÐnai kai to zhtoÔmeno.

2. • EÐnai:

cos2(θ) =
(ejθ + e−jθ

2

)2
=

1

4
(ej2θ + 2 + e−j2θ) =

1

2
+

1

4
(ej2θ + e−j2θ) =

1

2
+

1

4
2 cos(2θ) =

1

2
(1 + cos(2θ)).

• EÐnai:

sin(θ) sin(φ) =
ejθ − e−jθ

2j

ejφ − e−jφ

2j
= −1

4
(ej(θ+φ) − ej(θ−φ) − ej(−θ+φ) + ej(−θ−φ)) =

−1

4
(ej(θ+φ) + e−j(θ+φ)) +

1

4
(ej(θ−φ) + e−j(θ−φ)) = −1

4
2 cos(θ + φ) +

1

4
2 cos(θ − φ) =

1

2
cos(θ − φ)− 1

2
cos(θ + φ)

3. 1oc trìpoc - tou mhqanikoÔ :) :

EÐnai:

∫ ∞

−∞
x2(t)dt =

∫ ∞

−∞
(xo(t) + xe(t))

2dt =

∫ ∞

−∞
(x2

o(t) + 2xe(t)xo(t) + x2
e(t))dt =

∫ ∞

−∞
x2

o(t)dt +

∫ ∞

−∞
x2

e(t)dt + 2

∫ ∞

−∞
xe(t)xo(t)dt.

H sun�rthsh xe(t)xo(t) eÐnai ginìmeno miac �rtiac kai miac peritt c sun�rthshc, �ra eÐnai

eÐnai peritt  sun�rthsh. To olokl rwma miac peritt c sun�rthshc se summetrikì gÔrw ap'to

mhdèn di�sthma eÐnai p�nta mhdèn. 'Ara:

∫ ∞

−∞
x2

o(t)dt +

∫ ∞

−∞
x2

e(t)dt + 2

∫ ∞

−∞
xe(t)xo(t)dt =

∫ ∞

−∞
x2

o(t)dt +

∫ ∞

−∞
x2

e(t)dt.

pou eÐnai to zhtoÔmeno.
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2oc trìpoc - tou majhmatikoÔ :) :

Ja apodeÐxoume analutik� ìti
∫∞
−∞ xe(t)xo(t)dt. To �rtio kai to perittì mèroc tou x(t)

gr�fontai antÐstoiqa wc:

xe(t) =
x(t) + x(−t)

2
, xo(t) =

x(t)− x(−t)

2

'Ara ja eÐnai, me lÐgec pr�xeic:
∫ ∞

−∞
xe(t)xo(t)dt =

∫ ∞

−∞

x2(t)− x2(−t)

4
dt =

1

4

∫ ∞

−∞
x2(t)dt− 1

4

∫ ∞

−∞
x2(−t)dt.

T¸ra èqoume: −1

4

∫ ∞

−∞
x2(−t)dt. Jètw u = −t ⇒ du = −dt, u1 = −∞, u2 = +∞. 'Ara ja

eÐnai:

−1

4

∫ ∞

−∞
x2(−t)dt =

1

4

∫ −∞

∞
x2(u)du = −1

4

∫ ∞

−∞
x2(t)dt.

'Ara deÐxame ìti
∫ ∞

−∞
xe(t)xo(t)dt =

1

4

∫ ∞

−∞
x2(t)dt− 1

4

∫ ∞

−∞
x2(t)dt = 0.

Opìte telik�
∫ ∞

−∞
x2

o(t)dt +

∫ ∞

−∞
x2

e(t)dt + 2

∫ ∞

−∞
xe(t)xo(t)dt =

∫ ∞

−∞
x2

o(t)dt +

∫ ∞

−∞
x2

e(t)dt.

pou eÐnai to zhtoÔmeno.

4. • EÐnai:

φyx(−t) =

∫ ∞

−∞
y(−t + τ)x(τ)dτ

Jètw u = −t + τ ⇒ du = dτ, u1 = +∞, u2 = −∞. 'Ara:

φyx(−t) =

∫ ∞

−∞
y(−t + τ)x(τ)dτ =

∫ ∞

−∞
y(u)x(u + t)du =

∫ ∞

−∞
x(t + u)y(u)du = φxy(t),

pou eÐnai to zhtoÔmeno.
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• 1oc trìpoc - tou mhqanikoÔ :) :

Parap�nw deÐxame ìti φxy(t) = φyx(−t). An y(t) = x(t), tìte paÐrnoume ìti φxx(t) =

φxx(−t), pou eÐnai akrib¸c to zhtoÔmeno - h φxx(t) eÐnai �rtia sun�rthsh.

2oc trìpoc - tou majhmatikoÔ :) :

Jèlw na deÐxw ìti φxx(t) = φxx(−t). EÐnai:

φxx(−t) =

∫ ∞

−∞
x(−t + τ)x(τ)dτ

Jètw u = −t + τ ⇒ du = dτ, u1 = +∞, u2 = −∞. 'Ara:

φxx(−t) =

∫ ∞

−∞
x(−t+ τ)x(τ)dτ =

∫ ∞

−∞
x(u)x(u+ t)du =

∫ ∞

−∞
x(t+u)x(u)du = φxx(t),

pou eÐnai to zhtoÔmeno.

• Jèloume na deÐxoume ìti:

an y(t) = x(t + T ), tìte φxy(t) = φxx(t− T ) =

∫ ∞

−∞
x(t− T + τ)x(τ)dτ . (1)

EÐnai (jètontac y(t) = x(t + T )):

φxy(t) =

∫ ∞

−∞
x(t + τ)y(τ)dτ =

∫ ∞

−∞
x(t + τ)x(τ + T )dτ .

Jètw u = τ + T (⇒ τ = u− T ) ⇒ du = dτ, u1 = +∞, u2 = −∞. 'Ara:

φxy(t) =

∫ ∞

−∞
x(t + τ)x(τ + T )dτ =

∫ ∞

−∞
x(t− T + u)x(u)du,

pou eÐnai Ðsh me thn (1). 'Ara apodeÐqjhke to zhtoÔmeno.

5. Sto parak�to sq ma (Sq ma 1) faÐnetai h sumperifor� thc qronik c sun�rthshc x(t) gia tic

di�forec peript¸seic.

6. Sac parapèmpoume sth lÔsh thc �skhshc 4, 1h seir� ask sewn, 'Anoixh 2009. :-)
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Sq ma 1: �skhsh 5.
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