
Kef�laio 2

Basikèc ènnoiec shm�twn kai
susthm�twn

2.1 S mata

Ta s mata antistoiqoÔn se fusikèc ontìthtec pou fèroun plhroforÐa. MporoÔn na para-
stajoÔn wc sunart seic miac   perissotèrwn anex�rthtwn metablht¸n. Se hlektrik� kukl¸-
mata to s ma mporeÐ na eÐnai h èntash   h t�sh wc sun�rthsh tou qrìnou. Sta akoustik�
s mata to s ma mporeÐ na eÐnai o  qoc (p.q. fwn    mousik ) epÐshc wc sun�rthsh tou qrìnou.
Se mia eikìna to s ma mporeÐ na eÐnai h fwtein  èntash wc sun�rthsh thc jèshc se èna epÐpedo.
S' èna s ma bÐnteo anex�rthtec metablhtèc eÐnai tìso o qrìnoc, ìso kai h jèsh.
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Sq ma 2.1: 'Ena s ma mousik c di�rkeiac lÐgo megalÔterhc apì 0,1 sec.

Ta s mata diakrÐnontai se suneq    diakrit�, an h anex�rthth metablht  eÐnai suneq c  
diakrit  antÐstoiqa. H anex�rthth metablht  eÐnai suqn� o qrìnoc, gi' autì gr�foume x(t) gia
tic timèc enìc suneqoÔc s matoc. Gia èna diakritì s ma gr�foume x(n). Ta s mata mporeÐ na
eÐnai pragmatik�   migadik�.
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H enèrgeia enìc suneqoÔc s matoc sto di�sthma [a, b] orÐzetai wc
∫ b

a
|x(t)|2dt.

E�n h enèrgeia paramènei peperasmènh ìtan ta ìria tou diast matoc ekteÐnontai sto �peiro,
tìte mil�me gia s mata peperasmènhc enèrgeiac,

E∞ = lim
T→∞

∫ T

−T
|x(t)|2dt =

∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt.

OrÐzetai epÐshc h mèsh isqÔc

P∞ = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
|x(t)|2dt.

'Ena s ma mporeÐ na eÐnai �peirhc enèrgeiac kai peperasmènhc isqÔoc, ìpwc gia par�deigma
èna s ma me stajer  tim . Me antÐstoiqo trìpo orÐzetai h enèrgeia gia diakrit� s mata kai
diakrÐnontai oi peript¸seic peperasmènhc enèrgeiac   isqÔoc.

Par�deigma 2.1.1. To s ma x(t) = cos t eÐnai �peirhc enèrgeiac, all� peperasmènhc isqÔoc.
Pr�gmati

P∞ = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
cos2 tdt = lim

T→∞
1

4T

∫ T

−T
(1 + cos 2t)dt =

1
2

+ lim
T→∞

sin 2T

4T
=

1
2
. ¤

Sthn epexergasÐa twn shm�twn qrhsimopoioÔntai metasqhmatismoÐ thc anex�rththc metablh-
t c. Mia apl  allag  eÐnai h metatìpish x(t−t0), pou sto qrìno eÐnai mia kajustèrhsh (t0 > 0)
  mia propìreush (t0 < 0). MÐa �llh allag  eÐnai h anastrof  tou qrìnou, x(−t). Tèloc,
mporeÐ na all�xei h klÐmaka tou qrìnou, x(αt), pou shmaÐnei eÐte epit�qunsh (α > 1), eÐte
epibr�dunsh (α < 1). Sto Sq ma 2.2 dÐdetai èna par�deigma tètoiwn allag¸n.

'Ena suneqèc s ma ja onom�zetai periodikì, an up�rqei jetikì T , ¸ste gia k�je t na isqÔei

x(t) = x(t + T ).

H mikrìterh tim  tou T gia thn opoÐa isqÔei h parap�nw sqèsh onom�zetai jemeli¸dhc perÐodoc.
Gia diakrit� s mata ja èqoume gia k�je n

x(n) = x(n + N)

kai orÐzetai antÐstoiqa h akèraia jemeli¸dhc perÐodoc. Sto Sq ma 2.3 dÐdetai èna tm ma enìc
diakritoÔ disdi�statou periodikoÔ s matoc.

Par�deigma 2.1.2. To s ma x(t) = 2 cos(10t + 1) − sin(4t − 1) eÐnai periodikì. Pr�gmati
up�rqei T , ¸ste

2 cos(10t + 1)− sin(4t− 1) = 2 cos(10(t + T ) + 1)− sin(4(t + T )− 1).

ArkeÐ proc toÔto na up�rqoun akèraioi k kai l,¸ste

10T = 2kπ, 4T = 2lπ.
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Sq ma 2.2: 'Anw arister� : arqikì s ma. 'Anw dexi� : kajustèrhsh tou s matoc. K�tw
arister� : antistrof  tou qrìnou. K�tw dexi� : allag  klÐmakac tou qrìnou.

Sq ma 2.3: 'Ena periodikì s ma eikìnac tìso orizìntia, ìso kai katakìrufa.
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Gia thn eÔresh thc jemeli¸douc periìdou, arkeÐ na prosdiorisjoÔn oi mikrìteroi jetikoÐ akèraioi
gia touc opoÐouc isqÔei h parap�nw sqèsh, dhlad  k = 5, l = 2. 'Ara

T0 = π. ¤

'Ena suneqèc pragmatikì ekjetikì s ma orÐzetai wc

x(t) = Aeαt.

'Ena suneqèc kajar� fantastikì ekjetikì s ma orÐzetai wc

x(t) = ceiω0t.

To s ma autì eÐnai periodikì me jemeli¸dh perÐodo

T0 =
2π

|ω0| .

O suntelest c c mporeÐ na eÐnai migadikìc arijmìc

c = Aeiφ.

Tìte mporoÔme na gr�youme

x(t) = A(cos(ω0t + φ) + i sin(ω0t + φ)).

Tìso to pragmatikì, ìso kai to fantastikì, mèroc tou migadikoÔ s matoc eÐnai hmitonoeidèc
s ma. To ω0 onom�zetai gwniak  suqnìthta, apì thn opoÐa prokÔptei h suqnìthta

f0 =
|ω0|
2π

,

me mon�da mètrhshc to Hz, an o qrìnoc metr�tai se sec. Epomènwc h suqnìthta eÐnai to
antÐstrofo thc periìdou. To A orÐzei to pl�toc tou hmitonoeidoÔc s matoc, en¸ to φ onom�zetai
f�sh tou s matoc. To pragmatikì kai to fantastikì mèroc tou migadikoÔ s matoc diafèroun
mìno wc proc th f�sh kat� π/2.

Par�deigma 2.1.3. Stic yhfiakèc thlepikoinwnÐec hmitonoeid  s mata pou diafèroun kat� th
f�sh mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia th met�dosh yhfiak¸n mhnum�twn. Gia 4 diaforetik�
mhnÔmata (2 bits) mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn ta s mata

sk(t) = A cos(ω0t + φk), φk =
kπ

2
, k = 0, 1, 2, 3,

pou parist�nontai grafik� sto Sq ma 2.4.
Par�deigma 2.1.4. Stic yhfiakèc thlepikoinwnÐec hmitonoeid  s mata pou diafèroun kat� th
suqnìthta qrhsimopoioÔntai epÐshc gia th met�dosh yhfiak¸n mhnum�twn. Gia 2 diaforetik�
mhnÔmata (1 bit) mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn ta s mata

sk(t) = A cos(kω0t), k = 1, 2
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Sq ma 2.4: S mata mhnum�twn pou diakrÐnontai wc proc th f�sh.
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Sq ma 2.5: S mata mhnum�twn pou diakrÐnontai wc proc th suqnìthta.
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Sq ma 2.6: 'Ena hmitonoeidèc s ma meioÔmenou pl�touc kai èna diakritì pragmatikì ekjetikì
s ma.
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pou parist�nontai grafik� sto Sq ma 2.5. ¤
Tèloc orÐzetai to genikì migadikì ekjetikì s ma

x(t) = ce(α+iω0)t = Aeαt(cos(ω0t + φ) + i sin(ω0t + φ)).

Sto Sq ma 2.6 arister� dÐdetai to pragmatikì mèroc enìc genikoÔ migadikoÔ ekjetikoÔ s matoc
me α < 0.

Kat� antÐstoiqo trìpo orÐzontai ta ekjetik� kai hmitonoeid  diakrit� s mata:

• pragmatikì ekjetikì s ma
x(n) = Aαn,

ìpwc autì pou dÐdetai sto Sq ma 2.6 dexi�.

• kajar� fantastikì ekjetikì s ma

x(n) = Aeiφeiω0n = A(cos(ω0n + φ) + i sin(ω0n + φ)),

• genikì migadikì ekjetikì s ma

x(n) = Aαn(cos(ω0n + φ) + i sin(ω0n + φ)),

OrÐzetai epÐshc to diakritì monadiaÐa kroustikì s ma

δ(n) =
{

1 n = 0,
0 n 6= 0.

To diakritì s ma monadiaÐou b matoc orÐzetai wc

u(n) =
{

1 n > 0,
0 n < 0.

AntÐstoiqa orÐzetai sto suneqèc pedÐo o kroustikìc palmìc Dirac

δ(t) = 0, t 6= 0,

lim
ε→0

∫ ε

−ε
δ(τ)dτ = 1.

To suneqèc s ma monadiaÐou b matoc orÐzetai wc

u(t) =
{

1 t > 0,
0 t < 0.

Qrhsimopoi¸ntac autì ton orismì mporoÔme na orÐsoume èna s ma stajer c monadiaÐac tim c
kai di�rkeiac T

p(t) = u(t)− u(t− T ).
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2.2 Sust mata

'Ena sÔsthma dèqetai wc eÐsodo èna s ma kai dÐdei wc apìkrish èna monadikì s ma. Me ton
Ðdio trìpo pou ta s mata diakrÐnontai se suneq  kai diakrit� kai ta sust mata diakrÐnontai se
suneq  kai diakrit�.

Ta sust mata diakrÐnontai se aut� me mn mh kai se aut� qwrÐc mn mh. Sta teleutaÐa h
apìkrish exart�tai mìno apì thn trèqousa tim , ìpwc y(t) = x2(t). 'Enac ajroist c eÐnai èna
sÔsthma me mn mh

• suneqèc

y(t) =
∫ t

−∞
x(τ)dτ,

• diakritì

y(n) =
n∑
−∞

x(k).

'Ena sÔsthma onom�zetai aitiatì, an h apìkrish exart�tai apì thn trèqousa kai tic pa-
reljoÔsec timèc. Diaforetik� onom�zetai mh aitiatì. 'Ena sÔsthma qwrÐc mn mh eÐnai aitiatì.
AitiatoÐ epÐshc eÐnai oi dÔo parap�nw ajroistèc.

Par�deigma 2.2.1. To akìloujo sÔsthma mèshc tim c den eÐnai aitiatì

y(n) =
1

2N + 1

n+N∑

n−N

x(k). ¤

'Ena sÔsthma onom�zetai qronik� amet�blhto an, se perÐptwsh kajustèrhshc thc eisìdou,
h apìkris  tou paramènei amet�blhth wc proc tic timèc kai èqei thn Ðdia kajustèrhsh me thn
eÐsodo. An dhlad  h apìkrish sto s ma x(t) eÐnai y(t), tìte h apìkrish sto s ma x(t− τ) ja
eÐnai y(t− τ).

Par�deigma 2.2.2. To sÔsthma me sqèsh eisìdou exìdou y(n) = nx(n) den eÐnai qronik�
amet�blhto. ¤

'Ena sÔsthma onom�zetai grammikì, an, kai mìno an, h apìkrish se k�je grammikì sun-
duasmì shm�twn eisìdou eÐnai o Ðdioc grammikìc sunduasmìc twn antÐstoiqwn apokrÐsewn.
Dhlad , sthn perÐptwsh twn suneq¸n susthm�twn, h apìkrish sto s ma a1x1(t) + a2x2(t) ja
eÐnai a1y1(t) + a2y2(t) gia k�je a1, a2.

Par�deigma 2.2.3. To sÔsthma me sqèsh eisìdou exìdou y(t) = αx(t)+β den eÐnai grammikì.
Pr�gmati

a1y1(t) + a2y2(t) = a1(αx1(t) + β) + a2(αx2(t) + β) = α(a1x1(t) + a2x2(t)) + β(a1 + a2). ¤

'Ena sÔsthma onom�zetai eustajèc, an h apìkrish se k�je fragmènh eÐsodo eÐnai fragmènh.
Dhlad  an |x(t)| < ∞, tìte ja eÐnai epÐshc |y(t)| < ∞.

'Ena sÔsthma onom�zetai antistrèyimo, an up�rqei sÔsthma tètoio ¸ste na dèqetai wc
eÐsodo thn apìkrish tou arqikoÔ kai na dÐdei wc èxodo thn arqik  eÐsodo, pou eÐnai isodÔnamo
me thn idiìthta gia diaforetikèc eisìdouc na lamb�nontai diaforetikèc èxodoi, dhlad  na up�rqei
èna proc èna antistoÐqish twn shm�twn eisìdou-exìdou.
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2.3 Grammik� kai qronik� amet�blhta sust mata

Sthn perÐptwsh pou h apìkrish enìc grammikoÔ sust matoc eÐnai qronik� amet�blhth, tìte h
sqèsh eisìdou-exìdou, gia èna diakritì sÔsthma, gÐnetai

y(n) =
∞∑

k=−∞
h(n− k)x(k)

MporeÐ kaneÐc eÔkola na diapist¸sei ìti h(n) eÐnai h apìkrish tou sust matoc sthn akoloujÐa
δ(n). Gi' autì to lìgo onom�zetai kroustik  apìkrish tou sust matoc.
Par�deigma 2.3.1. H kroustik  apìkrish enìc sust matoc eÐnai

h(n) = u(n + 2)

kai to s ma eisìdou

x(n) =
(

1
2

)n−2

u(n− 2).

H apìkrish tou sust matoc ja eÐnai

y(n) =
∞∑

k=−∞
u(n− k + 2)

(
1
2

)k−2

u(k − 2) =
n+2∑

k=2

(
1
2

)k−2

u(n) ⇔

y(n) =
n∑

k=0

(
1
2

)k

u(n) = 2

(
1−

(
1
2

)n+1
)

u(n).

H apìkrish parist�netai grafik� sto Sq ma 2.7(a). ¤
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Sq ma 2.7: H apìkrish tou sust matoc twn paradeigm�twn 2.3.1 kai 2.3.4.

Par�deigma 2.3.2. H kroustik  apìkrish enìc sust matoc eÐnai

h(n) = anu(n), |a| < 1
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kai to s ma eisìdou u(n). H apìkrish tou sust matoc ja eÐnai

y(n) =
∞∑

k=−∞
u(k)an−ku(n− k) =

n∑

k=0

aku(n) =
1− an+1

1− a
u(n).

Par�deigma 2.3.3. H sunèlixh tou diakritoÔ s matoc anu(n) me to Ðdio eÐnai

y(n) =
∞∑

k=−∞
aku(k)an−ku(n− k) =

n∑

k=0

anu(n) = (n + 1)anu(n). ¤

Sthn perÐptwsh enìc suneqoÔc sust matoc ja èqoume

y(t) =
∫ ∞

−∞
h(t− τ)x(τ)dτ

Kai se aut  thn perÐptwsh h h(t) ja eÐnai h kroustik  apìkrish tou sust matoc. H pr�xh pou
dÐdei thn apìkrish onom�zetai sunèlixh, eÐte prìkeitai gia diakritì   gia suneqèc sÔsthma.
Par�deigma 2.3.4. H kroustik  apìkrish enìc sust matoc eÐnai

h(t) = e−3tu(t)

kai to s ma eisìdou
x(t) = u(t− 3)− u(t− 5).

H apìkrish tou sust matoc ja eÐnai

y(t) =
∫ min(t,5)

3
e−3(t−τ)dτ.

Opìte ja prèpei na diakrÐnoume treic peript¸seic gia to t.

• Gia t 6 3
y(t) = 0.

• Gia 3 < t 6 5

y(t) =
∫ t

3
e−3(t−τ)dτ =

1
3

(
1− e−3(t−3)

)
.

• Gia 5 < t

y(t) =
∫ 5

3
e−3(t−τ)dτ =

1
3
e−3t(e15 − e9).

H apìkrish parist�netai grafik� sto Sq ma 2.7(b). ¤
H sunèlixh èqei thn antimetajetik  idiìthta. 'Ara isqÔei epÐshc

y(n) =
∞∑

k=−∞
h(k)x(n− k).

H sunèlixh èqei kai thn prosetairistik  idiìthta, pou shmaÐnei ìti dÔo sust mata sth seir� iso-
dunamoÔn me èna sÔsthma me kroustik  apìkrish th sunèlixh twn dÔo antÐstoiqwn kroustik¸n
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apokrÐsewn. H sunèlixh èqei epÐshc thn epimeristik  idiìthta, pou shmaÐnei pwc an dÔo sust mata
qrhsimopoihjoÔn par�llhla, me thn Ðdia eÐsodo, kai upertejoÔn oi dÔo èxodoi, eÐnai tautìshmo m'
èna sÔsthma tou opoÐou h kroustik  apìkrish eÐnai to �jroisma twn dÔo kroustik¸n apokrÐsewn.
To oudètero stoiqeÐo thc sunèlixhc eÐnai gia ta suneq  s mata o kroustikìc palmìc Dirac

h(t) =
∫ ∞

−∞
h(τ)δ(t− τ)dτ.

AntÐstoiqa to monadiaÐa kroustikì s ma eÐnai to oudètero stoiqeÐo thc sunèlixhc gia diakrit�
s mata

h(n) =
∞∑

k=−∞
h(k)δ(n− k).

'Opwc èqei anaferjeÐ èna sÔsthma onom�zetai aitiatì, an h apìkrish èpetai qronik� thc
eisìdou. H sunj kh gia na eÐnai aitiatì èna sÔsthma mporeÐ na dojeÐ gia thn kroustik  tou
apìkrish. Ja eÐnai

• gia to suneqèc h(t) = 0, ∀t < 0,

• kai gia to diakritì h(n) = 0, ∀n < 0.

'Ena sÔsthma onom�zetai eustajèc, an gia mia fragmènh eÐsodo (|x(n)| < ∞, ∀n), h èxodoc
eÐnai fragmènh (|y(n)| < ∞, ∀n). Autì isodunameÐ me thn Ôparxh tou akìloujou ajroÐsmatoc

∞∑
n=−∞

|h(n)| < ∞.

Pr�gmati, ja èqoume

|y(n)| 6
∞∑

n′=−∞
|h(n′)x(n− n′)| 6 max |x(n)|

∞∑

n′=−∞
|h(n′)| < ∞.

IsqÔei kai to antÐstrofo, dhlad  h sunj kh Ôparxhc tou parap�nw ajroÐsmatoc eÐnai anagkaÐa
gia thn eust�jeia. ArkeÐ jewr soume wc s ma eisìdou to x(n) = sign (h(n)). Tìte ja èqoume

|y(0)| =
∞∑

n=−∞
sign (h(n))h(n) =

∞∑
n=−∞

|h(n)| < ∞.

Me antÐstoiqo trìpo orÐzetai h eust�jeia enìc suneqoÔc sust matoc. Opìte ikan  kai anagkaÐa
sunj kh gia thn eust�jeia eÐnai ∫ ∞

−∞
|h(t)|dt < ∞.

Suqn� èna grammikì qronik� amet�blhto kai aitiatì sÔsthma perigr�fetai apì mia exÐswsh
diafor¸n,

N∑

k=0

a(k)y(n− k) =
M∑

k=0

b(k)x(n− k).
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AntÐstoiqa mporeÐ na up�rqei gia ta suneq  sust mata mia perigraf  mèsw miac grammik c
diaforik c exÐswshc,

N∑

k=0

a(k)
dky(t)
dtk

=
M∑

k=0

b(k)
dkx(t)

dtk
.

Par�deigma 2.3.5. Ac jewr soume mia exÐswsh diafor¸n pr¸thc t�xhc

y(n) = ay(n− 1) + x(n), n > 0, y(−1) = y0.

Prìkeitai gia mia anadromik  sqèsh pou ja d¸sei

y(n) =
n∑

k=0

an−kx(k) + an+1y0.

Epomènwc h exÐswsh diafor¸n ja dÐnei th sqèsh eisìdou-exìdou enìc qronik� amet�blhtou
grammikoÔ sust matoc, an h arqik  sunj kh eÐnai mhdenik  y0 = 0. Opìte ja p�roume thn
kroustik  apìkrish tou sust matoc

h(n) =
{

an n > 0
0 n < 0

To sÔsthma autì eÐnai epÐshc aitiatì kai ja eÐnai eustajèc an |a| < 1.
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