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1 ΄Ασκηση 1

Να ϐρεθεί ο Μ.Φ των σηµάτων:

(i) rect
( t− 3

2

)
(ii) rect(2t− 6)

(iii) e−|t|

(iv) e−2tε(t− 1)

Λύση

(i) Το σήµα είναι ο παλµός που ϕαίνεται στο Σχ. (1)-1. Είναι ενα ορθογωνικό παράθυρο διάρκειας

Σχήµα 1: Παλµοί

T = 2 sec και πλάτους 1. Το ορθογωνικό παράθυρο µε κέντρο συµµετρίας την αρχή των
αξόνων έχει µετασχηµατισµό Fourier

F{Arect
( t
T

)
} = ATsinc(fT ) (1)

Εφαρµόζοντας και την ιδιότητα της µετατόπισης κατά t0 ισχύει :

F{Arect
( t− t0

T

)
} = ATsinc(fT )ej2πft0 (2)



Εποµένως

F{rect
( t− 3

2

)
} = 2sinc(2f)ej2πf3 (3)

(ii) • 1ος τρόπος :

rect(2t− 6) = rect(2(t− 3)) = rect
( t− 3

1
2

)
. (4)

όπως αυτό ϕαινεται στο Σχ. (1)-2. Εποµένως :

F{rect
( t− 3

1
2

)
} = 1

2
sinc

(f
2

)
ej2πf3 (5)

• 2ος τρόπος : Αφου ϕέρουµε το σήµα στην κατάλληλη µορφή εφαρµόζουµε κλιµάκωση
και µετατόπιση. Στην γενική περίπτωση ισχύει :

F{x(at− t0)} = F{x
(
a
(
t− t0

a

))
} = 1

|a|
X
(f
a

)
e2πf

t0
a (6)

Εποµένως :

F{rect(2t− 6)} = F{rect(2(t− 3))} = 1

2
sinc

(f
2

)
ej2πf

6
2 (7)

(iii) Ισχύει στην γενική περίπτωση ότι :

F{e−atε(t)} = 1

a+ j2πft
(8)

Το σήµα e−|t| µπορεί να γραφεί ώς :

e−|t| =

{
e−t, t > 0
et, t < 0

Με την ϐοηθεια της ϐηµατικής συνάρτησης ε(t), η παραπάνω συνάρτηση γράφεται ώς :

e−|t| = e−tε(t) + etε(−t) (9)

Ο µετασχηµατισµός Φουριερ αυτής είναι :

F{e−|t|} = F{e−tε(t)}+ F{etε(−t)}

=
1

1 + j2πf
+

1

1− j2πf
=

2

1 + 4π2f2
(10)

∆ηλαδή, στην γενική περίπτωση,

F{e−a|t|} = 2a

a2 + j4π2f2
(11)

(iv) Είναι

F{e−2tε(t− 1)} = F{e−2(t−1)−2ε(t− 1)}
= F{e−2e−2(t−1)ε(t− 1)}

= e−2
1

2 + j2πf
e−j2πf (12)
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2 ΄Ασκηση 2

Να ϐρεθεί ο Μ.Φ του σήµατος

x(t) =
2

1 + t2
(13)

Λύση

Μέσω ορισµού του Μ.Φ είναι δύσκολο να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα που προκύπτει. Κοιτώντας
γνωστά Ϲέυγη Μ.Φ παρατηρούµε οτι το x(t) µοιάζει µε το Μ.Φ Y (f) του y(t).

Y (f) = F{y(t)} = F{e−a|t|} = 2a

a2 + j4π2f2
(14)

Προσπαθούµε να ϕέρουµε το Y (f) στην µορφή του x(t):

U(f) =
2a

a2 + j4π2f2
=

2a
4π2

a2

4π2 + j4π2f2
=

1

2π

2

1 + f2
(15)

όπου a = 2π. Παρατηρούµε εποµένως οτι

F−1{Y (f)} = F−1{ 1

2π

2

1 + f2
} = e−2π|t| (16)

και εποµένως ο

F−1{X(f)} = F−1{ 2

1 + f2
} = 2πe−2π|t| (17)

Βάσει του ϑεωρήµατος της δυικότητας : X(t)←→ x(−f) δηλαδή

2

1 + t2
←→ 2πe−2π|−f | = 2πe−2π|f | (18)

3



3 ΄Ασκηση 3

Να ϐρεθει ο Μ.Φ του σήµατος του σχήµατος 2.

Σχήµα 2: Ισοσκελές τραπέζιο

Λύση

(i) 1ος τρόπος: Μπορούµε να δούµε οτι το παραπάνω ισοσκελές τραπέζιο µπορεί να γραφεί ώς
άθροισµα 2 τριγώνων, όπως δείχνει το σχήµα (3). Τα τρίγωνα αυτά έχουν γνωστό µετασχηµα-

Σχήµα 3: ΄Αθροισµα τριγώνων

τισµο Fourier και λόγω της ιδιότητας της γραµµικότητας ϑα ισχύει :

X(f) = F{3tri
( t− 4

2

)
+ 3tri

( t− 6

2

)
} = 6sinc2(2f)e−4j2πf + 6sinc2(2f)e−6j2πf (19)

Προσοχη, στην συνάρτηση tri(·) στον παρανοµαστή ϐάζουµε την µισή διαρκεια του παλµού,
ενω στην συνάρτηση rect(·), ολη την διάρκεια.
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(ii) 2ος τρόπος: Εκµεταλλευόµαστε την ιδιότητα της παραγώγισης :

F{d
nx(t)

dtn
} = (j2πf)nX(f) (20)

Παραγωγίζοντας την παραπάνω συνάστηση προκύπτει η γραφική παράσταση που ϕαίνεται
στο σχήµα ii. Παρατηρούµε οτι επειδή δεν υπάρχουν ασυνέχειες δεν προκύπτουν diracs. Το

Σχήµα 4: Παράγωγος σήµατος

αποτέλεσµα της πρωτης παραγώγου του x(t), y(t) = dx(t)
dt εχει γνωστό Μ.Φ αφου αποτελείται

απο ορθογωνικούς παλµούς :

Y (f) = F{dx(t)
dt
}

= F{3
2
rect

( t− 3

2

)
− 3

2
rect

( t− 7

2

)
}

= 3sinc(2f)e−j2πf3 − 3sinc(2f)e−j2πf7 (21)

Εποµένως ο Ϲητούµενος Μ.Φ:

X(f) =
Y (f)

j2πf
=

3sinc(2f)

j2πf
(e−j2πf3 − e−j2πf7) (22)
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4 ΄Ασκηση 4

Να ϐρεθει ο Μ.Φ του σήµατος του Σχήµατος 5 και να υπολογιστεί στην συνέχεια το∫ ∞
−∞
|y(t)|2dt (23)

Σχήµα 5: Σχήµα ΄Ασκησης 4

Λύση Παρατηρούµε οτι η γραφική παράσταση του Y (f) ειναι ίδια µε την γραφική παράσταση
του x(t) της παραπάνω άσκησης µε την διαφορά οτι αντί χρόνου έχω συχνότητα. Αν εποµένως ϐρω
την x(f) τοτε Y (f) = x(f) και ο αντιστροφος µετασχηµατισµος της x(f) ϑα ειναι το Ϲητουµενο y(t).
Απο την άσκηση 4 έχουµε:

x(t)←→ 3sinc(2f)

j2πf
(e−j2πf3 − e−j2πf7) (24)

Βάσει της ιδιότητας της δυικότητας :

3sinc(2t)

j2πt
(e−j2πt3 − e−j2πt7)←→ x(−f) (25)

και ϐασει της ιδιότητας της ανάκλασης (x(−t)←→ X(−f)):

3sinc(−2t)
j2π(−t)

(e−j2π(−t)3 − e−j2π(−t)7)←→ x(f) = Y (f) (26)

Επειδη η συνάρτηση σινς ειναι άρτια :

y(t) =
3sinc(2t)

−j2πt
(ej2πt3 − ej2πt7) (27)
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Τώρα, για το ολοκλήρωµα∫ ∞
−∞
|y(t)|2dt =

∫ ∞
−∞

3sinc(2t)

−j2πt
(ej2πt3 − ej2πt7)dt = καλύτερα όχι :-) (28)

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Parseval:∫ ∞
−∞
|y(t)|2dt =

∫ ∞
−∞
|Y (f)|2df =

=

∫ 4

2

(3
2
f − 3

)2
df +

∫ 6

4
32df +

∫ 8

6

(−3
2
f + 12

)2
df

= · · · · · · · · · (πράξεις :-) )
= 4173 (29)
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