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1 Eisagwgik�

Sto eisagwgikì kef�laio pou (prèpei na :-) ) diab�sate prin ft�sete ed¸, anaferj kame se poll�
pr�gmata. EÐdame to ��dèndro�� thc epexergasÐac s matoc, me autì to m�jhma wc ��rÐza�� kai ��kormì�� (an
kai ja mporoÔsame na poÔme ìti to epìmenì tou, to HU370, eÐnai o kormìc � sÐgoura p�ntwc to HU215
eÐnai h rÐza :-) ), kai touc di�forouc tomeÐc pou anafèrjhkan wc ��kladi���, pou sta �kra touc fèroun
polÔqrwma ��froÔta��, tic praktikèc efarmogèc.

1.1 GiatÐ Seirèc Fourier?

'Ena er¸thma ìmwc pou DEN apant same eÐnai GIATI qrhsimopoioÔme ��bari��� (lème t¸ra :-R) ma-
jhmatik� gia na ft�soume se ìlec autèc tic efarmogèc. Af' enìc, giatÐ den èqoume brei kanèna pio
eÔkolo trìpo (den èqoume kanèna bÐtsio na asqoloÔmaste me oloklhr¸mata s¸nei kai kal� :-) ), af'
etèrou giatÐ h qr sh touc parèqei èna panÐsquro plaÐsio an�lushc kai ��tupopoÐhshc �� twn mejìdwn pou
qrhsimopoioÔntai. Den peist kate? Ja sac d¸soume èna qarakthristikì par�deigma. :-)

Mìlic lÐgec selÐdec met�, ja diab�sete gia thn an�lush se Seirèc Fourier, pou � an den to èqete hdh
akoÔsei sto m�jhma � eÐnai apl� mia mèjodoc allag c optik c gwnÐac :-) . Nai, tìso apl�! H mèjodoc aut 
mac epitrèpei na doÔme èna s ma, mia kumatomorfh, se ènan diaforetikì q¸ro, to q¸ro twn suqnot twn.
To p¸c, ja to diab�sete parak�tw. To GIATI ìmwc eÐnai to er¸thma, ìpwc proeÐpame, kai to parak�tw
par�deigma pisteÔw ja sac peÐsei.

'Estw ìti èqoume èna s ma fwn c ìpwc autì tou sq matoc 1aþ. Prìkeitai gia th Gallik  lèxh magni-
fique. :-) Ac upojèsoume oti gia k�poio lìgo, èna isqurì hmÐtono pl�touc 0.5, twn 500 Hz (jumhjeÐte,
500 Hz shmaÐnei ìti se èna deuterìlepto, to hmÐtono èqei epanal�bei th basik  tou periodo 500 forèc)
prostÐjetai sto shma fwn c, kai to opoÐo hmÐtono jewreÐtai wc anepijÔmhto, dhlad  wc ��jìruboc ��1.To
apotèlesma sto q¸ro tou qrìnou faÐnetai sto sq ma 1bþ. 'Opwc mporeÐte na deÐte, eÐnai tromer� dÔskolo
sthn pr�xh na xeqwrÐsoume/anakt soume to s ma mac sto pedio tou qrìnou, mia kai faÐnetai na èqei
jafteÐ mèsa sto ��jìrubo�� tou sunhmitìnou. OMWS, an qrhsimopoi soume ta ergaleÐa pou ja m�jete
sto m�jhma, dhladh thn ìyh tou pedÐou thc suqnìthtac, tìte gia to kajarì s ma, ja èqete to di�gramma
tou sq matoc 2aþ, en¸ gia to ��alloiwmèno�� s ma, ja èqete to di�gramma tou sq matoc 2bþ.

Parathr ste duo pr�gmata:

1. O orizìntioc �xonac eÐnai plèon h suqnìthta sta diagr�mmata 2aþ, 2bþ, kai ìqi pia o qrìnoc. Prìkeitai
gia AKRIBWS ta Ðdia s mata twn diagramm�twn 1aþ, 1bþ, mìno pou ta blèpoume se ènan �llo q¸ro,

1To par�deigma autì den apèqei ap' thn pragmatikìthta � sta aeropl�na, ìtan bgaÐnei mia anakoÐnwsh apì ta mikrìfwna
tou pilothrÐou, akoÔgetai p�nw sth fwn  tou pilìtou èna hmÐtono sta 400 Hz, lìgw tou ìti h hlektrik  isqÔc einai sta
400 Hz, en antijèsei me ta spÐtia mac, pou eÐnai 50− 60 Hz... fant�zomai ìti mèqri s mera bèbaia ja to èqoun fti�xei... :-R
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(bþ) S ma Fwn c sto pedÐo tou qrìnou me prostijèmeno hmÐtono
sta 500 Hz

Sq ma 1: S mata fwn c sto pedÐo tou qrìnou
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(aþ) S ma Fwn c sto pedÐo twn suqnot twn
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(bþ) Alloiwmèno s ma Fwn c sto pedio twn suqnot twn

Sq ma 2: S mata fwn c sto pedÐo thc suqnìthtac

autìn twn suqnot twn. To giatÐ oi grafikèc parast�seic èqoun autì to sq ma, ìpwc epÐshc kai
giatÐ èqoume autèc tic ��exwtikèc �� arnhtikèc suqnìthtec :-) , ja to m�jete sthn poreÐa.

2. Prosèxte epÐshc thn allag  thc klÐmakac sta diagr�mmata aut�. Epiplèon, sto di�gramma 2bþ para-
throÔme ìti gÔrw sta ±500 Hz up�rqei mia isqur  sunist¸sa, h opoÐa moi�zei ektìc thc omalìthtac
pou parathroÔme sto sq ma 2aþ. SÐgoura loipìn aut  h meg�lh katakìrufh ��gramm �� ofeÐletai
sto hmÐtono pou prostejhke met�. ?-) To upìloipo s ma eÐnai to Ðdio an�mesa sta duo graf mata,
apl� èqei all�xei h klÐmaka gia na ��qwrèsoun�� sto sq ma oi sunist¸sec twn 500 Hz.

Blèpoume loipìn t¸ra ìti autìc o nèoc q¸roc, o q¸roc twn suqnot twn eÐnai polÔ pio bohjhtikìc sthn
prosp�jei� mac na anakt soume to s ma mac. To mìno pou èqoume na k�noume eÐnai na mhdenÐsoume thn
tim  0.25 pou faÐnetai sta ±500 Hz. 'Etsi, ja mporèsoume na exafanÐsoume to enoqlhtikì s ma, kai na
krat soume mìno to ��qr simo�� s ma. Pr�gmati, an mhdenÐsoume aut  th suqnìthta, kai antistrèyoume
th diadikasÐa pÐsw sto qrìno, ja p�roume to sq ma 3!
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Sq ma 3: Kajarismèno S ma Fwn c

Poiìc  tan o skopìc ìlou autoÔ tou � uperaplousteumènou, eÐnai h al jeia � paradeÐgmatoc? O
skopìc sunoyÐzetai sthn ex c parathrhsh: An mporoÔsame na èqoume èna majhmatikì ergaleÐo pou mac
metatrèpei èna opoiod pote s ma sto q¸ro tou qrìnou se èna antÐstoiqo sto q¸ro twn suqnot twn,
dhl. ja mporoÔse na mac gr�yei to ìpoio s ma x(t) wc sun�rthsh hmitìnwn k�poiwn sugkekrimènwn
suqnot twn (h opoÐa mporeÐ na parastajei grafik� ìpwc sto sq ma 2aþ   sto sq ma 2bþ), tìte polÔ
eÔkola ja mporoÔsame na k�noume pr�gmata pou sto pedio tou qrìnou ja  tan adÔnata! To parap�nw
par�deigma, ìpou apl� mhdenÐzoume mia suqnìthta (dhl. mhdenÐzoume to pl�toc tou antÐstoiqou hmitìnou)
h opoÐa eÐnai anepijÔmhth, eÐnai ENA mìno apì ta qili�dec, ìpou h allag  q¸rou mac lÔnei ta qèria.
E, autì to majhmatikì ergaleÐo mac eÐnai  dh gnwstì ed¸ kai poll� qrìnia kai den eÐnai �llo apì thn
An�lush Fourier...2

1.2 'Ena aplì par�deigma

P¸c loipìn ja mporoÔsame na èqoume mia grafik  parastash enìc s matoc sto q¸ro twn suqnot twn?
Autì to er¸thma eÐpame ìti isodunameÐ me to p¸c ja mporoÔsame na èqoume mia majhmatik  èkfrash sto
q¸ro twn suqnot twn enìc s matoc pou mac dÐdetai sto qrìno. H pio apl  tètoia anapar�stash fusik�
den eÐnai �llh apì tou aploÔ migadikoÔ ekjetikoÔ suqnìthtac f0:

x(t) = Aej2πf0t (1)

EÐnai èna s ma pou orÐzetai sto qrìno, me pl�toc A, kai me suqnìthta f0, h opoÐa eÐnai stajer . Opìte,
gi' autì to s ma, to di�gramma sto q¸ro thc suqnìthtac ja eÐnai ìpwc sto sq ma 4. Duo �xonec, me
orizìntio ton �xona twn suqnot twn kai katakìrufo ton �xona tou pl�touc, me mia katakìrufh gramm 
sth suqnìthta f0, Ôyouc A. Aut  eÐnai h anapar�stash pou zht�me! :-) Fusik� to s ma pou epilèxame

2Epeid  Ðswc to skeft kate... an to s ma x(t) èqei apì mìno tou plhroforÐa sth suqnìthta ±500 Hz prin thn prìsjesh
tou hmitìnou, tìte profan¸c aut  h plhroforÐa ja qajeÐ me thn parap�nw diadikasÐa, kai �ra to s ma pou ja p�roume de
ja eÐnai akribwc Ðdio me to arqikì.
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Sq ma 4: Aplì par�deigma suqnotik c an�lushc

mporeÐ na eÐnai to aploÔstero pou mporoÔsame na skeftoÔme, all� den paÔei na eÐnai èna migadikì s ma!
An eÐqame èna pragmatikì s ma opwc to

x(t) = A cos(2πf0t) (2)

tìte p¸c ja sqedi�zame aut  th grafik  anapar�stash? PolÔ apl�, gnwrÐzoume ìti

x(t) = A cos(2πf0t) =
A

2
ej2πf0t +

A

2
e−j2πf0t (3)

sÔmfwna me touc tÔpouc tou Euler. Na loipìn pou t¸ra èqoume èna �jroisma apì duo ekjetik�, opìte
ja èqoume èna di�gramma me duo katakìrufec grammèc. Mia sth suqnìthta −f0 kai mia sth suqnìthta
f0 Hz, me pl�th A/2. Ac doÔme aut� ta sq mata mazÐ, tìso sto qrìno ìso kai sth suqnìthta, sto
sq ma 5. Ja jèlame fusik� h plhroforÐa pou mac dÐnetai apì th suqnotik  anapar�stash tou s matoc
na eÐnai isodÔnamh me aut  tou qrìnou. Sto par�deigm� mac, eÐnai? ArkeÐ h suqnìthta kai to pl�toc pou
anagr�fontai sth suqnotik  anapar�stash gia na perigr�yei pl rwc èna hmÐtono? H ap�nthsh eÐnai ìqi.
Diìti èna hmÐtono sth genik  tou morf  gr�fetai wc

x(t) = A cos(2πf0t+ φ) (4)

'Ara qrei�zetai me k�poio trìpo na anaparistoÔme kai th f�sh φ wc sun�rthsh thc suqnìthtac. Opìte, h
pl rhc perigraf  enìc hmitìnou sto q¸ro thc suqnìthtac perilamb�nei duo diagr�mmata: ena pou afora
to pl�toc wc sun�rthsh thc suqnìthtac (autì pou èqoume dei wc t¸ra) KAI èna pou afora th f�sh
wc sun�rthsh thc suqnìthtac. Autèc oi duo anaparast�seic lègontai f�sma pl�touc kai f�sma
f�shc, antÐstoiqa. Ac doÔme èna par�deigma.
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Sq ma 5: Aplì par�deigma an�lushc s matoc stouc duo q¸rouc

'Estw to s ma
x(t) = 2 cos(2π200t+ π/3) + cos(2π500t− π/6) (5)

ProtoÔ sqedi�soume ta antÐstoiqa f�smata, ac doÔme pwc analÔetai autì to s ma. EÐnai

x(t) = 2 cos(2π200t+ π/3) + cos(2π500t− π/6) (6)

= ej2π200tejπ/3 + e−j2π200te−jπ/3 +
1

2
ej2π500te−jπ/6 +

1

2
e−j2π500tejπ/6 (7)

Apì aut n thn anapar�stash, mac eÐnai xek�jaro p¸c na sqedi�soume to f�sma pl�touc kai to f�sma
f�shc. DeÐte to sq ma 6.

Profan¸c mporoÔme na sqedi�soume ta f�smata pl�touc kai f�shc opoiwnd pote hmitìnwn   sun-
duasmoÔ touc. Den katal goun, profan¸c, omwc ìloi oi sunduasmoÐ hmitìnwn se periodikì s ma. Gia
par�deigma, to parap�nw shma x(t) eÐnai periodikì me jemeli¸dh suqnìthta f0 = M.K.D{200, 500} = 100
Hz, kai �ra perÐodo T0 = 1

f0
= 0.01 deuterìlepta. 'Omwc, to s ma y(t) = cos(2π50t)−sin(5t−π/4) DEN

eÐnai periodikì, giatÐ den up�rqei o M.K.D twn duo suqnot twn. EmeÐc ìmwc endiaferomaste idiaÐtera gia
ta periodik� s mata, se pr¸th fash. 'Otan to s ma pou mac dÐnetai eÐnai se morf  ajroÐsmatoc/ginomènou
hmitìnwn, tote mporoÔme me qr sh trigwnometrik¸n tautot twn kai tÔpwn tou Euler, na to gr�youme se
morfh ajroÐsmatoc hmitìnwn   ekjetik¸n kai na sqedi�soume f�smata pl�touc kai f�shc shm�twn, opwc
parap�nw, �sqeta an eÐnai to s ma periodikì   ìqi.

1.3 Mìno hmÐtona?

'Omwc ta periodik� s mata, opwc autì thc sqèshc 5, èqoun mia qarakthristik  idiìthta ìtan ta a-
naptÔsoume se �jroisma migadik¸n ekjetik¸n. Aut� ta ekjetik� èqoun suqnìthtec pou einai akèraiec
pollapl�siec thc jemeli¸douc suqnìthtac tou s matoc! EÐdate oti h jemeli¸dhc suqnìthta tou s ma-
toc 5 eÐnai 100 Hz. Oi suqnìthtec tou s matoc eÐnai akèraiec pollapl�siec tou 100, dhl. ±200,±500.
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Sq ma 6: Par�deigma an�lushc s matoc

Autì akrib¸c antikatoptrÐzetai kai sto f�sma pl�touc kai f�shc.

Ti gÐnetai ìmwc an to periodikì s ma pou mac dÐnetai DEN eÐnai se morf  ajroÐsmatoc/ginomènou/phlÐkou
hmitìnwn? An eÐnai ènac periodikìc trigwnikìc   tetragwnikìc palmìc, p¸c ja energ soume? P¸c ja to
analÔsoume se ekjetik� s mata, ¸ste na doÔme to suqnotikì touc perieqìmeno? Ed¸ èrqetai h jewrÐa
thc An�lushc se seirèc Fourier !

2 An�lush se Seirèc Fourier

H An�lush Fourier eÐnai Ðswc to basikìtero ergealeÐo an�lushc shm�twn, h opoÐa mac dÐnei plhro-
forÐec gia to suqnotikì touc perieqìmeno, dhl. gia to POIES suqnìthtec up�rqoun sto s ma. Autì
praktik� shmaÐnei ìti mac plhroforeÐ gia to POSA kai POIA hmÐtona (dhl. me poiì pl�toc, suqnìthta,
kai f�sh) prèpei na prosjèsoume metaxÔ touc gia na p�roume to sunolikì s ma pou analÔoume. 'Ena
optikì par�deigma faÐnetai sto sq ma 7. Q�rin eukolÐac, xekin�me th melèth mac apì s mata ta opoÐa
lègontai periodik�. Asfal¸c gnwrÐzete ti eÐnai èna periodikì s ma kai epÐshc gnwrÐzete ìti periodik�
s mata, me thn austhr  ènnoia, sthn pragmatikìthta DEN UPARQOUN. Poujen� sth fÔsh. :-) Opìte
giatÐ asqoloÔmaste? Af' enìc gia lìgouc genikìterhc melèthc, af' etèrou giatÐ k�poia komm�tia ap'th
melèth tètoiwn shm�twn, kaj¸c kai o trìpoc skèyhc aut c thc melèthc, mac eÐnai qr sima sthn pr�xh.
Ti eÐnai loipìn h an�lush se Seirèc Fourier? 'Opwc eÐpame, den eÐnai tÐpota parap�nw apì èna majhmati-
kì ergaleÐo pou mac epitrèpei na gr�foume èna opoid pote (  m�llon, sqedìn opoiod pote :-) ) periodikì
s ma wc èna �jroisma hmitìnwn. Ac p�me lÐgo sta majhmatik�, gia na arqÐsoume na xedialÔnoume k�poia
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Sq ma 7: An�lush s matoc se �jroisma hmitìnwn

pr�gmata... èna periodikì s ma x(t), me perÐodo T0, analÔetai se seir� Fourier me qr sh twn sqèsewn

x(t) = X0 +

∞∑
k=−∞

Xke
j2πkf0t (8)

ìpou

Xk =
1

T0

∫ T0

0
x(t)e−j2πkf0tdt, k 6= 0 (9)

X0 =
1

T0

∫ T0

0
x(t)dt, (10)

f0 =
1

T0
(11)

ìpou Xk eÐnai oi perÐfhmoi suntelestèc Fourier, kai thn f0 th lème jemeli¸dh suqnìthta, giatÐ ìla ta
ekjetik� sthn exÐswsh (8) èqoun suqnìthtec pou eÐnai akèraiec pollapl�siec thc f0. EÐdame loipìn ed¸
pwc gr�foume èna opoiod pote s ma wc �jroisma EKJETIKWN migadik¸n shm�twn. Ma èna leptì. Prin
eÐpame ìti h an�lush Fourier mac analÔei to s ma se hmÐtona. Ma fusik�. Ap'tic gnwstèc sqèseic tou
Euler, mporoÔme na metatrèyoume k�je ekjetik  anapr�stash, pou èqei prokÔyei apì PRAGMATIKO
s ma, se hmitonoeid  anapar�stash. JumhjeÐte:

cos θ =
ejθ + e−jθ

2
, sin θ =

ejθ − e−jθ

2j
(12)

'Ara ousiastik� ta migadik� ekjetik� eÐnai ki aut� hmÐtona. :-) Ac xekin soume t¸ra tic parathr seic mac
sqetik� me thn an�lush se seirèc Fourier...

1. Ac xekin soume ap'to teleutaÐo pou anafèrame. OLES oi suqnìthtec thc sqèshc (8) eÐnai AKE-
RAIES POLLAPLASIES miac sugkekrimènhc, thc jemeli¸douc suqnìthtac, pou orÐzetai ¸c to
antÐstrofo thc periìdou tou s matoc.
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2. To olokl rwma sth sqèsh (9) lèei ìti gia na broÔme touc suntelestèc Xk k�je ekjetikoÔ prèpei
na pollaplasi�soume to x(t) me tic perÐfhmec sunart seic b�shc e−j2πkf0t kai na oloklhr¸soume
to apotèlesma se mia perÐodo. Prosoq ! Se mia opoiad pote perÐodo tou s matoc! 'Oqi aparaÐthta
apì 0 wc T0! 'Opoio di�sthma jèlete mporeÐte na b�lete sta �kra tou oloklhr¸matoc, ìpoio sac
boleÔei, ARKEI na apoteleÐ mia perÐodo tou s matoc! Perissìtera gia touc suntelestèc Fourier
se epìmenh parat rhsh...

3. 'Iswc parathr sate ìti, gia pragmatik� s mata, to X0 ex' orismoÔ den eÐnai tÐpota �llo par� to
embadì miac periìdou tou s matoc. 'Ara to X0 eÐnai apl� h mèsh tim  tou s matoc. Pragmatikìc
arijmìc PANTA, gia pragmatik� s mata!

4. AntÐjeta, oi suntelestèc Xk, k 6= 0 den eÐnai aparaÐthta pragmatikoÐ arijmoÐ, sun jwc m�lista eÐnai
migadikoÐ. Gia to lìgo autì, oi suntelestèc Xk mporoÔn na grafoÔn se polik  morf  (mètro-f�sh):

Xk = |Xk|ej∠Xk (13)

To |Xk| to lème mètro (eÐnai PANTA jetikì) kai to ∠Xk to lème f�sh tou suntelest  Xk. H f�sh
PANTA ekfr�zetai sto di�sthma [−π, π]. Up�rqoun pollèc idiìthtec sqetik� me touc suntelestèc
Xk an�loga me to eÐdoc tou s matoc x(t). Gia par�deigma, an to s ma eÐnai pragmatikì, tìte isqÔei
ìti X∗k = X−k, dhl. oi suntelestèc gia arnhtik� k eÐnai apl� oi suzugeÐc suntelestèc twn jetik¸n
k. Prosoq ! Autì isqÔei mìno gia PRAGMATIKA, periodik� s mata x(t)!

2.1 'Uparxh Seir�c Fourier

EÐpame pio prin ìti mporoÔme na gr�youme SQEDON opoiod pote periodikì s ma wc an�ptugma Fou-
rier. Poièc eÐnai autèc oi sunj kec pou kajorÐzoun pìte mporoÔme na gr�youme èna periodikì s ma wc
seir� Fourier kai pìte oqi? Profan¸c ta s mata pou den mporoÔn na anaptuqjoÔn kat� Fourier prèpei na
èqoun èna bajmì ��anwmalÐac �� :-) . An kai apì th skopi� tou mhqanikoÔ de mac endiafèroun tètoia s mata,
mia kai up�rqoun mìno sth jewrÐa, endiafèron eÐnai na doÔme poièc eÐnai oi sunj kec pou kajorÐzoun thn
Ôparxh   ìqi tou anaptÔgmatoc Fourier.

Up�rqoun DUO basikèc sunj kec gia thn Ôparxh thc seir�c Fourier.

1. Oi suntelestèc Xk prèpei na eqoun peperasmèno mètro, dhl. |Xk| < ∞. Autì apodeiknÔetai ìti
sumbaÐnei mìnon ìtan ∫

T0

|x(t)|dt <∞ (14)

H sqèsh 14 onom�zetai asjen c sunj kh tou Dirichlet. An mia sun�rthsh x(t) ikanopoieÐ thn
asjen  sunj kh tou Dirichlet, h Ôparxh thc seir�c Fourier eÐnai egguhmènh, all� mporeÐ h seir� na
mh sugklÐnei se k�je shmeÐo. Gia par�deigma, an èna shma x(t) apeirÐzetai se k�poio shmeÐo, tìte
profan¸c kanèna �jroisma hmitìnwn den mporei na anaparast sei aut n thn perioq , opìte h seir�
pou ja anaparist� to s ma ja eÐnai ��problhmatik �� se aut n thn perioq , me �lla lìgia, de ja
sugklÐnei. Parìmoia, an èna s ma èqei �peira shmeÐa megistou-elaqÐstou se mia perÐodì tou3. Autì
shmaÐnei ìti oi suqnìthtec pou perièqontai sto s ma teÐnoun sto �peiro kai DEN èqoun suntelestec
Xk pou fjÐnoun kat� mètro, ìso f →∞. 'Etsi, apaitoÔme mia akìma sunj kh.

2. To s ma x(t) prèpei na eqei peperasmèno arijmì megÐstwn kai elaqÐstwn se mia perÐodì tou, kai
peperasmèno arijmì peperasmènwn asuneqei¸n se mia perÐodì tou. Autèc oi duo sunj kec lègontai
isqurèc sunj kec tou Dirichlet. AxÐzei na shmeiwjeÐ oti opoiod pote s ma mporoÔme na par�xoume
sto ergast rio ikanopoieÐ tic isqurèc sunj kec tou Dirichlet, kai �ra èqei seir� Fourier pou sug-
klÐnei. 'Etsi, sthn pr�xh, h fusik  Ôparxh tou s matoc einai mia ikan  kai anagkaÐa sunj kh gia
thn Ôparxh thc seir�c Fourier tou. ?-)

3EÐpame, aut� ta s mata èqoun k�poiec ��anwmalÐec �� :-)
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2.2 Idiìthtec Seir¸n Fourier

Up�rqoun pollèc qr simec idiìthtec twn seir¸n Fourier, pou ja sac lÔsoun ta qèria se pollèc
efarmogèc. O pÐnakac 1 apeikonÐzei tic perissìterec.

Idiìthtec seir¸n Fourier

Idiìthta Periodikì s ma Suntelestèc Fourier

x(t) periodikì me perÐodo T0 Xk

y(t) periodikì me perÐodo T0 Yk
Grammikìthta Ax(t) +By(t) AXk +BYk

Qronik  metatìpihsh x(t− t0) Xke
−j2πkt0/T0

Metatìpish sth suqnìthta ej2πMt/T0x(t) Xk−M
Suzugèc s ma sto qrìno x∗(t) X∗−k
Antistrof  sto qrìno x(−t) X−k
St�jmish sto qrìno x(at), a > 0 Xk, me perÐodo T0/a

Periodik  sunèlixh

∫
T0

x(τ)y(t− τ)dτ T0XkYk

Pollaplasiasmìc x(t)y(t)
∞∑

l=−∞
XlYk−l

Parag¸gish
dx(t)

dt
j2πkXk/T0

Olokl rwsh

∫ t

−∞
x(τ)dτ

Xk

j2πk/T0

Suzug c summetrÐa x(t) pragmatikì


Xk = X∗−k,
<{Xk} = <{X−k},
={Xk} = −={X−k},
|Xk| = |X−k|,
∠Xk = −∠X−k

'Artio mèroc xe(t) = Ev{x(t)}, x(t) pragmatikì <{Xk}
Perittì mèroc xo(t) = Od{x(t)}, x(t) pragmatikì j={Xk}

Je¸rhma tou Parseval
1

T0

∫
T0

|x(t)|2dt
∞∑

k=−∞
|Xk|2

PÐnakac 1: PÐnakac Idiot twn twn seir¸n Fourier

2.3 Merikèc akìma parathr seic

1. Ta majhmatik� pou perigr�foun thn an�lush Fourier prèpei na sac eÐnai xek�jara, san apl� ma-
jhmatik�. To prìblhma eÐnai ìti den prèpei na arkeÐste se autì. Prèpei na katal�bete p¸c aut�
ermhneÔontai ap'th skopi� tou mhqanikoÔ. Dustuq¸c h ermhneÐa apì thn praktik  skopi� thc an�-
lushc Fourier ètsi ìpwc thn èqoume gr�yei, den eÐnai bolik . Ac all�xoume stul. ApodeiknÔetai �
deÐte stic shmei¸seic sac � ìti k�je pragmatikì, periodikì s ma mporeÐ na grafeÐ sth morf :

x(t) = A0 +

∞∑
k=1

Ak cos(2πkf0t+ φk) (15)

ìpou A0 = X0, Ak = 2|Xk|, kai φk = ∠Xk. EÐnai profanèc ìti h sqèsh (15) prokÔptei AMESA,
an èqoume brei ìlouc touc agn¸stouc thc sqèshc (8). ?-) Aut  h sqèsh eÐnai PLHRWS isodÔnamh
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me thn antÐstoiqh sqèsh twn ekjetik¸n. M�lista up�rqoun tÔpoi gia ton upologismì twn Ak qwrÐc
th qr sh tou Xk. Ed¸ loipìn eÐnai polÔ pio fanerì ìti èna periodikì, pragmatikì s ma, analÔetai
se èna �jroisma hmitìnwn, me suqnìthtec akèraiec pollapl�siec miac jemeli¸douc f0. To sq ma

Sq ma 8: An�lush pragmatikoÔ s matoc se hmÐtona

8 deÐqnei èna polÔ gnwstì s ma kai to p¸c autì proseggÐzetai sig� sig� apì to �jroisma twn
hmitìnwn, ta opoÐa èqoun suqnìthtec pollapl�siec thc f0 = 1

2π .

2. P¸c proèkuyan autoÐ oi tÔpoi ìmwc? Eidik� oi tÔpoi me ta oloklhr¸mata twn Xk eÐnai arket�
perÐergoi. Ti shmaÐnoun? GiatÐ ekeÐna ta oloklhr¸mata dÐnoun touc suntelestèc Xk? GiatÐ polla-
plasi�zoume to x(t) me e−j2πkf0t kai met� oloklhr¸noume? H ap�nthsh dÐnetai apì thn ènnoia thc
probol c.
Ac poÔme, entel¸c eklaðkeumèna, ìti eÐste se èna dwm�tio me mia l�mpa sthn orof . Profan¸c,
sto p�twma ja up�rqei mia ski� sac, lìgw tou fwtismoÔ. Aut  h ski� sac ja eÐnai eÐte meg�lh eÐte
mikr  � an�loga th jèsh sac sto q¸ro. H l�mpa ��prob�llei�� ton eautì sac sto p�twma, mèsw thc
ski�c sac. H ski� sac eÐnai dhlad  mia probol  tou eautoÔ sac sto p�twma. An t¸ra k�nete tic
antikatast�seic

� p�twma == sunart seic b�shc e−j2πkf0t,

� eautìc == periodikì s ma,
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� l�mpa == olokl rwma, kai

� suntelestèc Xk == ski�,

èqete thn analogÐa. :-) 'Opwc h l�mpa prob�llei es�c sto p�twma mèsw thc ski�c sac, ètsi to
olokl rwma twn suntelest¸n Fourier prob�llei to x(t) se èna q¸ro apì ekjetik� e−j2πkf0t. An to
apotèlesma Xk eÐnai meg�lo, shmaÐnei ìti perièqetai ��polÔ�� ap'to e

−j2πkf0t mèsa sto periodikì s ma.
Sth dik  mac analogÐa, h ski� sac eÐnai arket� meg�lh sto p�twma tou dwmatÐou. :-) AntÐstoiqa,
ìtan to apotèlesma eÐnai mikrì. 'Otan to s ma den perièqei kajìlou mia sugkekrimènh suqnìthta,
dhl. èna sugkekrimèno ekjetikì, tìte to olokl rwma ja prèpei na eÐnai mhdèn. AntÐstoiqa, sto
dikì mac par�deigma, brÐskeste akrib¸c k�tw ap'th l�mpa, �ra h ski� sac den prob�lletai poujen�
sto p�twma. :-)
Fusik�, gia k�je k sun jwc up�rqei diaforetik  tim  tou Xk. Autì shmaÐnei ìti to x(t) pou
prob�lloume èqei diaforetikì mègejoc ��ski�c ��, Xk, p�nw se k�je e−j2πkf0t, gia k�je tim  tou
k = k0. 'Ara to sugkekrimèno ekjetikì e−j2πk0f0t perièqetai ��polÔ��   ��lÐgo�� sto periodikì s ma,
an�loga me thn tim  touXk0 . Autì mporoÔme na to ekfr�soume sth dik  mac analogÐa wc metakÐnhsh
thc l�mpac se diaforetik� shmeÐa tou q¸rou. K�je metakÐnhsh dhl¸nei mia diaforetik  tim  tou
k = k0, �ra h skia pou par�getai ja èqei èna sugkekrimèno ��mègejoc ��, Xk0 .
MporoÔme loipìn telik� na poÔme ìti to periodikì sq ma analÔetai se mia �peirh, en gènei, seir�
apì ekjetik�, twn opoÐwn to ��b�roc ��, dhl. to pìso ��polÔ��   ��lÐgo�� perièqontai sto periodikì
s ma, sqetÐzetai me thn probol  tou s matoc p�nw sthn oikogèneia aut¸n twn ekjetik¸n shm�twn.
Akrib¸c ìmoia eÐnai h istorÐa an sth jèsh twn ekjetik¸n b�loume ta hmÐtona, ìpwc apodeiknÔei h
sqèsh (15).

Gia par�deigma, èstw oti analÔoume èna periodikì s ma, kai ènac suntelest c Fourier eÐnai X3 =
2ejπ/4, tìte autì ti mac lèei? Dedomènou ìti to periodikì s ma suntÐjetai apì migadik� ekjetik� wc

x(t) =

∞∑
k=−∞

Xke
j2πkf0t (16)

o proanaferjèntac suntelest c mac lèei ìti to ekjetikì ej2π3f0t suneisfèrei sth sÔnjesh tou
s matoc me pl�toc 2 kai f�sh π/4. An autì sac fant�zei k�pwc dusnìhto (an kai de ja èprepe),
tìte afoÔ to s ma einai pragmatikì, ja èqei kai èna suntelest  X∗(3) = 2e−jπ/4. An prosjèsoume
ta ekjetik� X3e

j2π3f0t +X∗3e
−j2π3f0t ja èqoume:

X3e
j2π3f0t +X∗3e

−j2π3f0t = 2ej2π3f0t+π/4 + 2e−j2π3f0t−π/4 = 4 cos(2π3f0t+ π/4) (17)

Autì xek�jara dhl¸nei ìti to periodikì s ma pou analÔoume perièqei ton ìro 4 cos(2π3f0t+ π/4),
me �lla lìgia, gia na kataskeu�soume to s ma pou analÔoume eÐnai anagkaÐo na qrhsimopoi soume
èna hmÐtono me suqnìthta f3 = 3f0, pl�toc A = 4, kai f�sh φ = π/4 (metaxÔ �llwn hmitonwn,
pijanìtata). 'Etsi loipìn, t¸ra sac einai xek�jaro ti akrib¸c shmaÐnoun oi suntelestèc Fourier
ìson afor� th shmasia touc sthn an�lush kai sth sÔnjesh.

3. Fusik� parathreÐte ìti h seir� Fourier apoteleÐtai apì �peira ekjetik� (  hmÐtona). Sthn pr�xh, den
mporoÔme na èqoume �peira hmÐtona. Anagkastik� krat�me ènan arijmì apì aut�. DeÐte parak�tw
th sqetik  par�grafo Seirèc Fourier sthn pr�xh, gia to pwc h prìsjesh ìlwn aut¸n twn hmitìnwn
dÐnei to arqikì, periodikì s ma. Gia mia gr gorh mati�, deÐte to sq ma 9.

4. Parathr ste sto sq ma 9 ìti sta �kra tou palmoÔ up�rqei mia tal�ntwsh. Aut  h tal�ntwsh
onom�zetai fainìmeno Gibbs kai den exaleÐfetai sthn pr�xh, lìgw tou ìti p�nta qrhsimopoioÔme
peperasmèno arijmì hmitìnwn gia na proseggÐsoume to periodikì s ma. OfeÐletai sto gegonìc ìti
h asunèqeia tou palmoÔ (autèc oi akariaÐec �nodoi kai k�jodoi tou periodikoÔ s matoc) den mporeÐ
na proseggisteÐ apì peperasmèno arijmì suneq¸n sunart sewn.
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Sq ma 9: Prosèggish tetragwnikoÔ periodikoÔ palmoÔ apì 49 hmÐtona

5. H an�lush se seirèc Fourier efarmìzetai se periodik� s mata, dhl. se s mata �peirhc di�rkeiac
pou èqoun to qarakt ra thc periodikìthtac. Aut� ta s mata lègontai s mata isqÔoc, diìti èqoun
peperasmènh isqÔ kai �peirh enèrgeia.

6. EpÐshc, mia bolik  anapar�stash thc an�lushc se seirèc Fourier eÐnai h sqedÐash tou f�smatoc
pl�touc kai tou f�smatoc f�shc. Oi fasmatikèc anaparast�seic (kai oi duo mazÐ) mac dÐnoun
OLH thn aparaÐthth plhroforÐa gia to periodikì s ma. Me �lla lìgia, an èqoume tic fasmatikèc
anaparast�seic, mporoÔme na gr�youme thn seir� Fourier pou autèc antiproswpeÔoun. Shmantikì!
JumÐzetai ìti sto f�sma pl�touc anaparistoÔme to |Xk|, dhl. to pwc all�zei to pl�toc twn
suntelest¸n an� suqnìthta, en¸ sto f�sma f�shc to ∠Xk, pou dhl¸nei to pwc all�zei h f�sh
twn suntelest¸n an� suqnìthta. Gia par�deigma, sto sq ma 10, blèpete to f�sma pl�touc kai
f�sma f�shc enìc periodikoÔ s matoc. Oi suqnìthtec stouc orizìntiouc �xonec ed¸ parousi�zontai
se mon�da mètrhshc rad/sec (dhl. sth legìmenh gwniak  suqnìthta ω = 2πf), ki ìqi Hz, en¸ h
f�sh metriètai se aktÐnia (rad). Gia thn akrÐbeia, h kuklik  suqnìthta ω = 2πf kai h suqnìthta
f qrhsimopoioÔntai eurèwc kai enall�x sth bibliografÐa. EmeÐc protimoÔme thn suqnìthta f pou
metriètai se Hz. Blèpete ìti oi mple timèc tou |Xk| antistoiqoÔn sta jetik� k, en¸ oi pr�sinec timèc
tou |Xk| antistoiqoÔn sta arnhtik� k. H kìkkinh tim  eÐnai h mèsh tim  tou s matoc, to X0. 'Omoia
kai gia tic timèc thc f�shc, ∠Xk. Blèpete ìti gia tic timèc k = ±k0, oi timèc tou f�smatoc |Xk0 |
eÐnai Ðdiec, kai oi timèc tou f�smatoc f�shc ∠Xk0 eÐnai antÐjetec. 'Ara ta f�smata aut� antistoiqoÔn
se pragmatikì s ma, giatÐ ikanopoioÔn thn idiìthta X∗k = X−k. Opìte prèpei na èqete upìyh sac
ìti èna pragmatikì s ma èqei �rtio f�sma pl�touc kai perittì f�sma f�shc. ?-)

7. Prosèxte ìti to mètro twn suntelest¸n Fourier, |Xk|, eÐnai stajerì   fjÐnei kai teÐnei sto 0 ìso
to k → +∞. Autì eÐnai KANONAS sto f�sma pl�touc, ìtan èqoume �peira Xk. De ja mporoÔsan

12



Sq ma 10: F�sma pl�touc (p�nw) kai f�sma f�shc (k�tw) enìc periodikoÔ s matoc

ta |Xk| na aux�nontai, giatÐ èna tètoio �jroisma |Xk| ja èdine sunolik� �peiro pl�toc sto periodikì
s ma. 'Eqontac autì sto mualì sac, kai thn prohgoÔmenh parat rhsh, mporeÐte na elègqete tic
apant seic sac sto f�sma pl�touc se jewrhtikèc ask seic. TonÐzetai ìti to parap�nw isqÔei ìtan
analÔoume èna periodikì s ma se APEIRA hmÐtona. 'Otan p.q. èqoume èna �jroisma

x(t) = A0 +
N∑
k=1

Ak cos(2πkf0t+ φk) (18)

 

x(t) =

N∑
k=−N

Xke
j2πkf0t (19)

tìte èqoume peperasmènou pl jouc hmÐtona (N sthn pr¸th perÐptwsh, pìsa sth deÔterh? � quiz �
:-) ), �ra ta Ak   ta Xk mporoÔn na èqoun ìpoia katanom  jèloun, ìso aux�nei to k.

8. SÐgoura èna stoiqeÐo pou ja sac xenÐzei arket� eÐnai autì twn arnhtik¸n suqnot twn sta ekjetik�.
Xèroume ìti suqnìthta eÐnai o arijmìc epanal yewn enìc s matoc sth mon�da tou qrìnou, kai
anamfÐbola autìc o arijmìc eÐnai mia jetik  posìthta. Den mporoÔme na èqoume −4 epanal yeic
an� deuterìlepto! :-) P¸c ermhneÔetai mia arnhtik  suqnìthta? Qrhsimopoi¸ntac mia gnwst 
tautìthta, mporoÔme na ekfr�soume èna hmÐtono arnhtik c suqnìthtac −f0 wc

cos(−2πf0t+ θ) = cos(−(2πf0t− θ)) = cos(2πf0t− θ) (20)
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Aut  h exÐswsh deÐqnei kajar� ìti h suqnìthta tou hmitìnou eÐnai |f0|, kai eÐnai jetik . P¸c t¸ra
ìmwc ermhneÔoume tic fasmatikèc grammèc stic arnhtikèc suqnìthtec? 'Enac asfal c trìpoc eÐnai
na poÔme apl� ìti to f�sma eÐnai mia grafik  anapar�stash twn suntelest¸n |Xk| sunart sei tou
f . H parousÐa arnhtik¸n suqnot twn apl� shmaÐnei ìti up�rqei èna ekjetikì miac tètoiac arnhtik c
suqnìthtac sth seir� Fourier pou analÔoume. Aplì, ètsi den eÐnai? :-D EpÐshc, èqete upìyh sac
ìti duo ekjetik� stic suqnìthtec kf0 kai −kf0, idÐou mètrou A, dÐnoun èna hmÐtono pl�touc 2A sth
suqnìthta kf0.

9. Ac poÔme kai duo koubèntec gia to perÐfhmo je¸rhma tou Parseval. Ac xanagr�youme ed¸ tic
anaparast�seic kat� Fourier pou èqoume dei:

x(t) = A0 +

∞∑
k=1

Ak cos(2πkf0t+ φk) (21)

x(t) = X0 +

∞∑
k=−∞,k 6=0

Xke
j2πkf0t (22)

Ac doÔme th sqèsh 21 pr¸ta. K�je ìroc sto dexiì mèroc eÐnai èna periodikì s ma, dhl. èna s ma
isqÔoc. ApodeiknÔetai ìti h isqÔc tou ajroÐsmatoc sunhmitìnwn isoÔtai me to �jroisma twn isqÔwn
twn epimèrouc sunhmitìnwn. 'Ara h isqÔc tou x(t) eÐnai Ðsh me to �jroisma twn epimèrouc isqÔwn
twn sunhmitìnwn pou to apoteloÔn. Autì shmaÐnei ìti

Px = A2
0 +

∞∑
k=1

A2
k

2
(23)

kai anafèretai sth bibliografÐa wc to je¸rhma tou Parseval: dhl¸nei ìti h isqÔc enìc periodikoÔ
s matoc eÐnai Ðsh me to �jroisma twn isqÔwn twn suntelest¸n Fourier.

Fusik� mporoÔme na gr�youme to Ðdio kai gia to ekjetikì an�ptugma Fourier:

x(t) = X0 +

∞∑
k=−∞,k 6=0

Xke
j2πkf0t ⇒ Px =

∞∑
k=−∞

|Xk|2 (24)

3 Oi seirèc Fourier sthn pr�xh

H par�grafoc aut  den èqei skopì tìso na sac deÐxei p¸c anaptÔssetai jewrhtik� èna periodikì s ma
se seir� Fourier, all� na deÐxei p¸c SQHMATIZETAI èna periodikì s ma apì ta sunhmÐtona thc seir�c
Fourier kai ti ennooÔme ìtan lème ìti èna s ma PERIEQEI k�poiec suqnìthtec.

'Estw loipìn to periodikì s ma x(t) pou perigr�fetai se mia perÐodì tou T0 wc:

x(t) =

{
2A, 0 ≤ t < T0

2

A, T0
2 ≤ t < T0

to opoÐo jèloume na to anaptÔxoume se seir� Fourier. Tèsseric perÐodoi tou sq matoc autoÔ faÐnontai
parak�tw, sto sq ma 11. ApodeÐxte mìnoi sac - ex�skhsh! :-) - ìti:

X0 =
3A

2
, Xk =

A

2πk
e−j

π
2 (1− (−1)k) =

{
A
πke
−j π

2 , k odd
0, k even

(25)

'Estw loipìn ìti apodeÐxate ta parap�nw. :-) 'Etsi, to periodikì s ma pou suzht�me anaptÔssetai se
seir� Fourier wc ex c:

x(t) =
3A

2
+

+∞∑
k=−∞,k odd

A

πk
e−j

π
2 ej2πkf0t =

3A

2
+

+∞∑
l=1

2A

π(2l − 1)
cos(2π(2l − 1)f0t−

π

2
) (26)

14



Sq ma 11: Tèsseric perÐodoi enìc periodikoÔ s matoc

(ousiastik� jèsame parap�nw k = 2l − 1. O sumbolismìc me to l antÐ gia k ègine gia na mporoÔme na
xeqwrÐzoume se poiì deÐkth anaferìmaste sth di�rkeia tou keimènou - den eÐnai l�joc na krat soume
to deÐkth k pantoÔ) Ja qrhsimopoi soume MATLAB gia na doÔme pwc sqhmatÐzetai to s ma apì to
�jroisma aut¸n twn sunhmitìnwn. Gia praktikoÔc lìgouc, ac orÐsoume ìti A = 2 kai T0 = 2⇒ f0 = 1

2Hz.
Gr�fontac kat�llhlo k¸dika, ac doÔme pwc sqhmatÐzetai sig� sig� to periodikì s ma mac apì to �jroisma
aut¸n twn sunhmitìnwn pou br kame parap�nw. ProtoÔ to doÔme autì, ac doÔme èna-èna ta pr¸ta lÐga
sunhmÐtona tou parap�nw ajroÐsmatoc sta sq mata 12, 13. 'Ola aut� ta sunhmÐtona èqoun suqnìthta

(aþ) Pr¸to sunhmÐtono thc seir�c Fourier (bþ) TrÐto sunhmÐtono thc seir�c Fourier

Sq ma 12: SunhmÐtona pou sunjètoun to periodikì s ma - 1

akèraia pollapl�sia thc jemeli¸douc suqnìthtac f0 = 0.5 Hz. Blèpete ìti ìso proqwr�me proc tic
uyhlìterec armonikèc suqnìthtec, tìso h suqnìthta twn sunhmitìnwn megal¸nei kai to pl�toc touc
fjÐnei. Logikì, an skeftoÔme autì pou mìlic eÐpame gia tic armonikèc kai thn parat rhsh gia ta pl�th se
prohgoÔmenh par�grafo. To pr¸to sunhmÐtono tou ajroÐsmatoc èqei suqnìthta (2l−1)f0 = (2∗1−1)f0 =
f0, to deÔtero èqei suqnìthta (2 ∗ 2− 1)f0 = 3f0, to trÐto 5f0, ..., to 21o èqei suqnìthta 41f0.

Blèpete ìti oi suqnìthtec eÐnai epÐshc perittèc akèraiec pollapl�seic thc jemeli¸douc. EÐnai aname-
nìmeno, miac kai eÐdame parap�nw ìti to an�ptugm� mac apoteleÐtai mìno apì peritt� k. Ta �rtia k èqoun
pl�toc mhdèn, �ra ta antÐstoiqa sunhmÐtona eÐnai mhdenik� - prosèxte, mil�me gia ta k, ìqi gia ta l, ta
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(aþ) Pèmpto sunhmÐtono thc seir�c Fourier (bþ) 'Ebdomo sunhmÐtono thc seir�c Fourier

Sq ma 13: SunhmÐtona pou sunjètoun to periodikì s ma - 2

opoÐa paÐrnoun ìlec tic akèraiec timèc all� dÐnoun mìno peritt� k!
Prosoq  xan� ìmwc! :-) 'Otan mil�me gia armonikèc suqnìthtec kai gia ta antÐstoiqa sunhmÐtona,

anaferìmaste stic akèraiec pollapl�seic thc jemeli¸douc, �sqeta an to antÐstoiqo pl�toc tou sunhmi-
tìnou eÐnai mhdèn! Dhl. gia par�deigma, h pr¸th armonik  èqei pl�toc 4

π kai suqnìthta f0, h deÔterh
èqei pl�toc mhdèn kai suqnìthta 2f0, h trÐth armonik  èqei pl�toc 4

3π kai suqnìthta 3f0, h tètarth èqei
pl�toc mhdèn kai suqnìthta 4f0, h pèmpth èqei pl�toc 4

5π kai suqnìthta 5f0, k.o.k.
Tèloc, an upologÐsete ta pl�th twn parap�nw sunhmitìnwn apì ton tÔpo thc seir�c Fourier, ja breÐte

antÐstoiqa 4
π = 1.2732, 4

3π = 0.4244, 4
5π = 0.2546, 4

7π = 0.1819, 4
41π = 0.0311, pou sumbadÐzoun apìluta

me ta pl�th twn sunhmitìnwn sta parap�nw sq mata.
Opìte autì pou mac lèei h jewrÐa twn seir¸n Fourier eÐnai ìti an ajroÐsoume OLA aut� ta sunhmÐtona

(kai prosjèsoume sto tèloc kai th mèsh tim  X0) to apotèlesma pou ja p�roume ja eÐnai Ðdio ki apar�l-
lakto me to periodikì s ma pou eÐqame ex' arq c! Fusik� gia na eÐnai apìluta Ðdio, prèpei na ajroÐsoume
�peira sunhmÐtona � ètsi lèei h jewrÐa. Sthn pr�xh fusik� autì den mporeÐ na gÐnei. Ja ajroÐsoume
k�poia apì aut�, ìsa jèloume emeÐc, me b�sh k�poio optikì, majhmatikì,   �llo krit rio. Autì shmaÐnei
ìti to s ma pou ja p�roume ja èqei k�poiec diaforèc me to arqikì. To pìso meg�lec ja eÐnai, exart�tai
apì to pl joc twn sunhmitìnwn pou ja ajroÐsoume. Ac xekin soume loipìn na ajroÐzoume èna-èna ta
sunhmÐtona gia na doÔme p¸c sqhmatÐzetai to arqikì s ma. DeÐte to apotèlesma sta sq mata 14, 15, 16,
17. Blèpete ìti gia 1000 armonikèc, to apotèlesma eÐnai ousiastik� olìidio sto m�ti me to arqikì s ma

(aþ) 'Ajroisma enìc hmitìnou thc seir�c Fou-
rier

(bþ) 'Ajroisma tri¸n hmitìnwn thc seir�c
Fourier

Sq ma 14: SÔnjesh s matoc apì sunhmÐtona - 1

- sthn ousÐa den eÐnai ìmwc.
T¸ra loipìn eÐnai pia xek�jaro giatÐ h an�lush se seirèc Fourier mac dÐnei thn ap�nthsh gia to poiì

eÐnai to suqnotikì perieqìmeno enìc s matoc, dhl. me �lla lìgia poièc suqnìthtec perièqei èna s ma.
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(aþ) 'Ajroisma pènte sunhmitìnwn thc seir�c
Fourier

(bþ) 'Ajroisma ept� sunhmitìnwn thc seir�c
Fourier

Sq ma 15: SÔnjesh s matoc apì sunhmÐtona - 2

(aþ) 'Ajroisma tri�nta sunhmitìnwn thc sei-
r�c Fourier

(bþ) 'Ajroisma diakosÐwn sunhmitìnwn thc
seir�c Fourier

Sq ma 16: SÔnjesh s matoc apì sunhmÐtona - 3

(aþ) 'Ajroisma qilÐwn sunhmitìnwn thc sei-
r�c Fourier

(bþ) 'Ajroisma X0+ qilÐwn sunhmitìnwn thc
seir�c Fourier

Sq ma 17: SÔnjesh s matoc apì sunhmÐtona - 4

Perièqei autèc tic suqnìthtec twn opoÐwn ta sunhmÐtona èqoun mh mhdenikì pl�toc sto an�ptugma kat�
Fourier, dhl. sto par�deigm� mac tic suqnìthtec f0, 3f0, 5f0, · · · = 0.5, 1.5, 4.5, · · · Hz.

B�sei aut¸n, mporoÔme eÔkola na sqedi�soume amfÐpleuro f�sma pl�touc kai f�sma f�shc, mia kai
èqoume thn ekjetik  anapar�stash tou anaptÔgmatoc. To pl�toc Xk eÐnai Ðso me Xk = A

πke
−j π

2 , gia
peritt� k. 'Ara jètontac perittèc timèc sto k, èqoume ta antÐstoiqa pl�th gia tic perittèc suqnìthtec
f0, 3f0, 5f0, · · · . Prosoq  ìmwc, giatÐ afoÔ to pl�toc Xk eÐnai migadikìc arijmìc, ja prèpei sto f�sma
pl�touc na b�lete to |Xk|. 'Omoia gia to f�sma f�shc, to opoÐo eÐnai stajerì kai Ðso me −π

2 gia tic
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jetikèc perittèc suqnìthtec, en¸ eÐnai mhdèn gia tic jetikèc �rtiec suqnìthtec, kai Ðso me π
2 gia tic

arnhtikèc perittèc suqnìthtec (kai p�li mhdèn gia tic arnhtikèc �rtiec suqnìthtec). KatalabaÐnete to
giatÐ? Sqedi�ste ta! :-)

4 'Omwc...

EÐdame � sth jewrÐa sac kai ed¸ � mia mèjodo anapar�stashc enìc periodikoÔ s matoc wc èna �jroi-
sma ekjetik¸n shm�twn twn opoÐwn oi suqnìthtec eÐnai akèraia pollapl�sia miac jemeli¸douc. Aut 
h anapar�stash (seir� Fourier), kaj¸c kai ta sumper�smat� thc, eÐnai polÔtimh se pollèc efarmogèc.
'Omwc, èqei ta parak�tw meionekt mata:

1. H seir� Fourier mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ mìno gia periodik� s mata. 'Ola ìmwc ta s mata sthn
pr�xh eÐnai mh periodik� (jumhjeÐte ìti èna periodikì s ma xekin� apì to −∞).

2. H teqnik  aut  mporeÐ na efarmosteÐ se asumptwtik� eustaj  sust mata, all� ìqi tìso eÔkola se
astaj    oriak� eustaj  sust mata. Proc to parìn, de gnwrÐzete ti shmaÐnoun ìla aut�, all� ja
to m�jete. :-)

To pr¸to meionèkthma mporeÐ na uperkerasteÐ me thn anapar�stash mh periodik¸n shm�twn wc �jroisma
ekjetik¸n shm�twn. Autì den eÐnai �llo apì ton perÐfhmo metasqhmatismì Fourier, pou ja deÐte amèswc
met�. To deÔtero meionèkthma mporeÐ na uperkerasteÐ me th qr sh ekjetik¸n thc morf c e−st, ìpou to s
den eÐnai aparaÐthta Ðso me j2πkf0, all� mporeÐ na p�rei ki �llec timèc. Aut  th genÐkeush ja th deÐte
sÔntoma, ston perÐfhmo metasqhmatismì Laplace. ?-)
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