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10 MartÐou 2013

Se autèc tic shmei¸seic ja suzht soume orismèna basik� jèmata twn shm�twn. Epiplèon, ja eis�goume
merikèc basikèc ènnoiec kai poiotikèc exhg seic tou ��p¸c kai giatÐ�� thc jewrÐac susthm�twn, qtÐzontac
ètsi èna stereì upìbajro katanìhshc thc posotik c an�lushc pou akoloujeÐ sta epìmena kef�laia.

1 S mata

'Ena s ma den eÐnai tÐpota allo apì èna sÔnolo apì plhroforÐec   apì dedomèna. Merik� paradeÐg-
mata perilamb�noun èna thlefwnikì   thleoptikì s ma, tic mhniaÐec pwl seic miac etairÐac,   tic hmerÐsiec
timèc miac metoq c tou qrhmatisthrÐou. Se ìla aut� ta paradeigmata, ta s mata eÐnai sunarthseic miac
anex�rththc metablht c: tou qrìnou. Autì den eÐnai kanìnac � ìtan èna hlektrikì s ma diatrèqei to
anjr¸pino swma, to shma einai h puknìthta tou fortÐou, pou eÐnai sun�rthsh tou q¸rou par� tou qrìnou.
Se autì to m�jhma, ja mac apasqol soun apokleistik� s mata pou eÐnai sunarthseic tou qrìnou.

2 Sust mata

Ta s mata mporoÔn na epexergastoÔn peraitèrw apì sust mata, ta opoÐa mporoÔn na tropopoi -
soun   na ex�goun plhroforÐa apì aut�. 'Ena sÔsthma epexerg�zetai èna sunolo apì s mata (eÐsodoi) kai
dÐnei èna sÔnolo apì alla s mata (èxodoi). 'Ena sÔsthma mporeÐ na apoteleÐtai apì fusik� stoiqeÐa, ìpwc
hlektrik�, mhqanik�,   udraulik� sust mata (ulopoÐhsh se ulikì),   apì ènan algìrijmo pou upologÐzei
thn èxodo apì èna s ma eisìdou (ulopoÐhsh se logismikì).

3 Mègejoc S matoc

To mègejoc miac ontìthtac eÐnai ènac arijmìc pou deÐqnei th dÔnamh thc ontìthtac. En gènei, to
pl�toc enìc s matoc all�zei me thn p�rodo tou qrìnou. P¸c gÐnetai èna s ma pou up�rqei mìno se èna
sugkekrimèno qronikì di�sthma, kai to pl�toc tou metab�lletai, na metrhjeÐ me ènan arijmì pou ja mac
upodeiknÔei to mègejìc tou   th dÔnam  tou? 'Enac tetoioc arijmìc prèpei na lamb�nei upìyh tou oqi mìno
to pl�toc all� kai th di�rkeia tou s matoc. Gia par�deigma, an qrei�zetai na epino soume ènan arijmì
V wc mètro tou megèjouc enìc anjr¸pou, prèpei ìqi mìno na sumperil�boume to pl�toc (thn perifèrei�
tou), all� kai to Ôyoc tou. Aplopoi¸ntac ta pr�gmata, an upojèsoume ìti to sq ma enìc anjr¸pou
einai ènac kÔlindroc me metaballìmenh aktÐna r (h opoÐa metab�lletai me to Ôyoc h), tote ènac eÔlogoc
arijmìc pou metr� to mègejoc enìc anjr¸pou Ôyouc H eÐnai o ìgkoc tou,

V = π

∫ H

0
r2(h)dh (1)
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3.1 Enèrgeia S matoc

Skeftomenoi me ton Ðdio trìpo, mporoÔme na jewrhsoume thn perioq  k�tw apì to s ma f(t) wc mia
pijan  metrik  tou megèjouc tou s matoc, epeidh lamb�nei upìyh tou ìqi mìno to pl�toc all� kai th
di�rkeia tou s matoc. 'Omwc mia tètoia metrik  ja  tan elattwmatik . GiatÐ? Diìti èna meg�lhc di�rkeiac
s ma mporeÐ na èqei perioqèc p�nw apì ton �xona kai perioqèc k�tw apì ton �xona pou allhloanairoÔntai,
me apotèlesma h metrik  na mac dhl¸nei oti prìkeitai gia mikroÔ megèjouc s ma. Aut  h duskolÐa mporei
na xeperasteÐ an orÐsoume to mègejoc tou s matoc wc thn perioq  k�tw apì thn kampÔlh f2(t), h opoÐa
eÐnai p�nta jetik . Aut  h metrik  lègetai enèrgeia s matoc, Ef , kai orÐzetai wc

Ef =

∫ ∞
−∞
|f(t)|2dt (2)

gia migadik� s mata, en¸ gia pragmatik� s mata, h parap�nw sqèsh gÐnetai

Ef =

∫ ∞
−∞

f2(t)dt (3)

K�poioc ja mporoÔse na skefteÐ kai �llec metrikèc, ìpwc h perioq  k�tw apì thn |f(t)|. H metrik  pou
epilèxame ìmwc eÐnai ìqi mìno pio eÔkolh na upologisteÐ all� kai èqei perissìtero nìhma (ìpwc ja faneÐ
sth sunèqeia), giatÐ eÐnai endeiktik  thc enèrgeiac pou mporeÐ na exaqjeÐ apì to s ma.

3.2 IsqÔc S matoc

H enèrgeia enìc s matoc prèpei na eÐnai peperasmènoc arijmìc ¸ste na èqei nìhma. Mia anagkaia
sunj kh gia autì eÐnai to pl�toc tou s matoc na teÐnei sto 0 ìtan |t| → ∞. Alli¸c, to olokl rwma 3
de sugklÐnei.

Se orismènec peript¸seic, ìtan to pl�toc tou s matoc den teinei sto 0 ìtan |t| → ∞, h enèrgeia tou
s matoc eÐnai �peirh. Tìte, mia metrik  me perissìtero nìhma ìson afor� to mègejoc tou s matoc ja
 tan h qronik  mèsh tim  thc enèrgeiac, an up�rqei. Aut  h metrik  lègetai isqÔc s matoc. Gia èna
pragmatikì s ma f(t), orÐzoume thn isqÔ, Pf , wc

Pf = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2
f2(t)dt (4)

kai fusik� mporoÔme na genikeÔsoume thn parap�nw sqèsh kai gia migadik� s mata wc

Pf = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2
|f(t)|2dt (5)

Parathr ste oti h isquc tou s matoc Pf eÐnai h mèsh tim  tou pl�touc tou s matoc sto tetr�gwno. H
mèsh tim  miac ontìthtac se èna meg�lo di�sthma pou plhsi�zei to �peiro up�rqei an h ontìthta eÐnai eÐte
periodik  eÐte eqei statistik  kanonikìthta. An mia tètoia sunj kh den ikanopoieÐtai, h tim  aut  mporeÐ
na mhn up�rqei. Gia par�deigma, to s ma f(t) = t aux�nei suneq¸c ìso t→∞, kai oÔte h enèrgeia oÔte
h isqÔc orÐzetai gia autì to s ma.

Prosèxte, oi metrikèc thc enèrgeiac kai thc isquoc pou orÐsame den èqoun mon�da mètrhshc (ìpwc
Ðswc ja perimènate), giatÐ den tic orÐsame me bash thn ènnoia pou gnwrÐzete apì th Fusik . Oi mon�dec
enèrgeiac kai isqÔoc, ìpwc orÐsthkan edw, exart¸ntai apì th fÔsh tou s matoc f(t). An to f(t) eÐnai
èna s ma t�shc, profan¸c h enèrgeia èqei mon�dec mètrhshc V 2s (Volts sto tetr�gwno epÐ seconds),
kai h isqÔc tou èqei mon�dec mètrhshc V 2 (Volt sto tetr�gwno). An to s ma f(t) eÐnai s ma èntashc,
oi mon�dec autèc ja eÐnai A2s (Ampere sto tetr�gwno epÐ seconds) kai A2 (Ampere sto tetr�gwno),
antÐstoiqa. Sta plaÐsia tou maj matoc de ja mac apasqol soun tìso oi mon�dec mètrhshc, mia kai h
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enèrgeia kai h isquc enìc s matoc ja èqoun thn pio... afhrhmènh :-) ènnoia pou orÐsame parap�nw.

Par�deigma:
BreÐte tic katallhlec metrikèc megèjouc twn shm�twn pou fainontai sto Sq ma 1. Sto sq ma 1(a), to

Sq ma 1: Par�deigma Shm�twn Enèrgeiac - IsqÔoc

pl�toc tou s matoc teinei sto mhdèn, ìso |t| → ∞. 'Etsi, mia kat�llhlh metrik  tou megèjouc tou eÐnai
h enèrgei� tou.

Ef =

∫ ∞
−∞

f2(t)dt =

∫ 0

−1
22dt+

∫ ∞
0

4e−tdt = 4 + 4 = 8 (6)

Sto sq ma 1)(b), to pl�toc tou s matoc DEN teinei sto mhdèn, ìso to |t| → ∞. 'Omwc eÐnai periodikì,
kai ètsi up�rqei h isqÔc tou. MporoÔme na qrhsimopoi soume th sqèsh 4 gia na broÔme thn isqÔ tou,
all� mporoÔme na aplopoi soume th diadikasia gia periodik� s mata, apl� parathr¸ntac ìti èna periodikì
s ma epanalamb�netai periodik� (k�je 2 deuterolepta, en prokeimènw). 'Etsi, to na broÔme th mèsh tim 
tou f2(t) se ena �peiro di�sthma eÐnai ìmoio me to na broÔme th mèsh tim  se mia mìno perÐodo. 'Etsi,

Pf =
1

2

∫ 1

−1
f2(t)dt =

1

2

∫ 1

−1
t2dt =

1

3
(7)

pou eÐnai kai to zhtoÔmeno.

Par�deigma:
BreÐte thn isqÔ twn parak�tw shm�twn:

1. f(t) = C cos(ω0t+ θ)

2. f(t) = C1 cos(ω1t+ θ1) + C2 cos(ω2t+ θ2), ω1 6= ω2

3. f(t) = Dejω0t

Ja eÐnai

1. To s ma eÐnai periodikì me perÐodo T0 = 2π/ω0. H pio bolik  metrik  gia autì to s ma eÐnai h isqÔc
tou. Epeid  to s ma eÐnai periodikì, mporoÔme na upologÐsoume thn isqÔ tou metr¸ntac thn enèrgei�
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tou se mia perÐodo T0. 'Omwc, ja qrhsimopoi soume edw ton orismì, gia na deÐte pwc douleuei. EÐnai

Pf = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2
C2 cos2(ω0t+ θ)dt = lim

T→∞

C2

2T

∫ T/2

−T/2
[1 + cos(2ω0t+ 2θ)]dt

= lim
T→∞

C2

2T

∫ T/2

−T/2
dt+ lim

T→∞

C2

2T

∫ T/2

−T/2
cos(2ω0t+ 2θ)dt (8)

O pr¸toc ìroc einai Ðsoc me C2/2. EpÐshc, o deÔteroc ìroc eÐnai mhdèn, giatÐ to olokl rwma
anaparist� èna embadì k�tw apì to hmÐtono se polÔ èna meg�lo di�sthma T , me T → ∞. Autì to
embadì eÐnai to polÔ Ðso me to embadì thc mis c periìdou, lìgw twn akur¸sewn metaxÔ twn jetik¸n
kai arnhtik¸n perioq¸n tou hmitìnou. O deÔteroc oroc eÐnai autì to embadì pollaplasiasmèno me
C2/2T , me T →∞. EÐnai xek�jaro ìti autìc o oroc eÐnai mhdèn, �ra

Pf =
C2

2
(9)

Autì mac deÐqnei ìti èna hmÐtono me pl�toc C èqei isqÔ C2/2, �sqeta me thn tim  thc suqnìthtac
ω0 (fusik� prèpei ω0 6= 0) kai thc f�shc θ. Se perÐptwsh pou ω0 = 0, deÐxte eseic � ex�skhsh! :-)
� ìti h isqÔc eÐnai Ðsh me C2.

2. Ja èqoume

Pf = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2
[C1 cos(ω1t+ θ1) + C2 cos(ω2t+ θ2)]

2dt

= lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2
C2
1 cos

2(ω1t+ θ1)dt+ lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2
C2
2 cos

2(ω2t+ θ2)dt

+ lim
T→∞

2C1C2

T

∫ T/2

−T/2
cos(ω1t+ θ1) cos(ω2t+ θ2)dt (10)

Ta duo pr¸ta oloklhr¸mata eÐnai oi isqeÐc twn duo sunhmitìnwn, �ra eÐnai Ðsa me C2
1/2 kai C2

2/2,
mia kai to deÐxame sto prohgoÔmeno er¸thma. 'Omoia me to pr¸to er¸thma, blèpoume oti to trito
olokl rwma eÐnai mhdèn, �ra1

Pf =
C2
1

2
+
C2
2

2
(11)

To apotèlesma autì mporeÐ na genikeuteÐ se èna �jroisma hmitìnwn me diakritèc suqnìthtec

x(t) =

∞∑
n=1

Cn cos(ωnt+ θn) (12)

kai tote h isqÔc ja eÐnai

Pf =
1

2

∞∑
n=1

C2
n (13)

3. Se aut n thn perÐptwsh, to shma einai migadikì, kai �ra ja èqoume

Pf = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2
|Dejω0t|2dt (14)

'Omwc isquei ìti |ejω0t| = 1, kai ètsi |Dejω0t|2 = |D|2 kai tèloc

Pf = |D|2 (15)

1Autì isqÔei mìnon an ω1 6= ω2. Ti sumbaÐnei ìtan ω1 = ω2? :-)

4



4 Taxinìmhsh Shm�twn

Up�rqoun pollèc kathgorÐec shm�twn. Edw ja jewr soume mìno tic parak�tw kathgorÐec, pou mac
endiafèroun �mesa:

1. SuneqoÔc qrìnou kai diakritoÔ qrìnou s mata

2. Analogik� kai yhfiak� s mata

3. Periodik� kai aperiodik� s mata

4. S mata isqÔoc kai enèrgeiac

5. Nteterministik� kai Stoqastik� s mata

Sq ma 2: Pardeigmata shm�twn: a) analogikì, suneqoÔc qrìnou, b) yhfiakì, suneqoÔc qrìnou, c)
analogikì, diakritoÔ qrìnou, d) yhfiakì, diakritoÔ qrìnou

4.1 SuneqoÔc qrìnou kai diakritoÔ qrìnou s mata

'Ena s ma pou orÐzetai gia k�je tim  tou t eÐnai èna s ma suneqoÔc qrìnou, kai èna s ma pou orÐzetai
mìno gia diakritèc timèc tou t eÐnai èna s ma diakritoÔ qrìnou. To thlefwnikì s ma, to s ma miac
binteok�merac, kaj¸c kai to thleoptikì s ma2 eÐnai s mata suneqoÔc qrìnou. To et sio AEP se mia
eikosaetÐa, oi mhniaÐec pwl seic miac epiqeÐrhshc, kai oi hmer siec diakum�nseic twn metoq¸n eÐnai s mata
diakritoÔ qrìnou.

4.2 Analogik� kai yhfiak� s mata

H ènnoia tou analogikoÔ s matoc suqn� mperdeÔetai me aut n tou suneqoÔc qrìnou. 'Ena s ma tou
opoÐou to pl�toc mporeÐ na p�rei opoiadhpote tim  se èna suneqèc di�sthma eÐnai èna analogikì s ma.
Autì shmaÐnei oti to pl�toc enìc analogikoÔ s matoc mporeÐ na p�rei �peirec timèc. 'Ena yhfiakì s ma,

2Prin th Digea :-)
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ap' thn �llh, eÐnai ekeÐno tou opoÐo to pl�toc mporeÐ na p�rei timèc apì èna peperasmèno sunolo tim¸n.
'Ena yhfiakì s ma tou opoÐou to pl�toc mporeÐ na p�rei apì M timèc, onom�zetai M -adikì s ma. To
duadikì s ma (M = 2) eÐnai mia upoperÐptwsh tou M -adikoÔ s matoc. Oi ìroi s ma suneqoÔc qrìnou

kai diakritoÔ qrìnou diakrÐnoun th fÔsh tou s matoc kat� m koc tou orizìntiou axona (qrìnoc). Oi ìroi
analogikì kai yhfiakì s ma diakrÐnoun th fÔsh tou s matoc kat� m koc tou katakìrufou �xona (pl�toc).
'Etsi, eÐnai xek�jaro ìti èna analogikì s ma den eÐnai aparaÐthta diakritoÔ qrìnou, kai èna yhfiakì s ma
den eÐnai aparaÐthta diakritoÔ qrìnou. To sq ma 2 deÐqnei merik� endeiktik� s mata diafìrwn kathgori¸n.
Sta plaÐsia tou maj matoc ja mac apasqol soun kat� kanìna s mata suneqoÔc qrìnou.

4.3 Periodik� kai aperiodik� s mata

'Ena shma x(t) lègetai periodikì an gia mia stajer� T0 isqÔei

x(t) = x(t+ T0), ∀t (16)

H mikrìterh tim  tou T0 pou ikanopoieÐ thn parap�nw sqèsh onom�zetai perÐodoc tou s matoc. 'Ena s ma
eÐnai aperiodikì ìtan den eÐnai periodikì. Ex' orismoÔ, ena periodikì s ma paramènei amet�blhto ìtan
metakinhjeÐ sto qrìno kat� T0. Gi' autì, ena periodikì s ma prèpei na xekin�ei apì to −∞. 'Etsi, ex'
orismoÔ èna periodikì s ma prèpei na xekin�ei apì to t = −∞ kai na suneqÐzetai gia p�nta. Profan¸c,
tètoia s mata den up�rqoun sth fÔsh oÔte mporoÔn na dhmiourghjoÔn teqnht�. 'Ena periodikì shma
faÐnetai sto sq ma 3.

Sq ma 3: Periodikì s ma me perÐodo T0

4.4 S mata Isquoc kai Enèrgeiac

'Ena s ma me peperasmènh enèrgeia lègetai s ma enèrgeiac, en¸ èna shma me peperasmènh kai mh
mhdenik  isqÔ lègetai s ma isqÔoc. Parathr ste oti èna s ma den mporei na eÐnai kai s ma enèrgeiac kai
s ma isqÔoc tautìqrona. 'Ena s ma enèrgeiac èqei mhdenik  isqÔ kai èna s ma isqÔoc èqei �peirh enèrgeia
(prokÔptei ap' touc orismoÔc pou èqoume d¸sei). 'Omwc, up�rqoun kai s mata pou den eÐnai oÔte s mata
enèrgeiac oÔte s mata isqÔoc. To s ma x(t) = t eÐnai èna tètoio s ma. Fusik�, sthn pr�xh den up�rqoun
s mata isqÔoc, ìla ta s mata pou mporoÔme na dhmiourghsoume eÐnai s mata enèrgeiac.

4.5 Nteterministik� kai Stoqastik� s mata

'Ena s ma tou opoÐou h fusik  perigraf  eÐnai pl rwc gnwsth, eÐte se majhmatik  morf  eÐte se
grafik  morf , lègetai nteterministikì s ma. 'Ena shma pou den mporeÐ na problefjeÐ akrib¸c all�
eÐnai gnwsto mìno mèsw pijanotik c perigraf c, ìpwc h mèsh tim , h diaspor�, h sun�rthsh puknìthtac
pijanìthtac klp, lègetai stoqastikì   tuqaÐo s ma.
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5 Praxeic shm�twn p�nw sthn anex�rthth metablhth

Ed¸ ja suzht soume treic qr simec pr�xeic p�nw sthn anex�rthth metablht  twn shm�twn suneqoÔc
qrìnou: olÐsjhsh, klim�kwsh, kai antistrof .

5.1 Qronik  OlÐsjhsh

Jewr ste to s ma f(t) tou sq matoc 4 kai to idio s ma kajusterhmèno kata T deuterìlepta, to
opoÐo sumbolÐzoume me φ(t). 'O,ti sumbaÐnei sto s ma f(t), sumbaÐnei kai sto s ma φ(t) me kajustèrhsh

Sq ma 4: Qronik  olÐsjhsh enìc s matoc

T deuterìlepta. 'Ara
φ(t+ T ) = f(t) (17)

kai
φ(t) = f(t− T ) (18)

'Etsi, gia na olisj soume qronik� èna s ma kat� T , antikajistoÔme to t me to t− T . 'Etsi, to f(t− T )
antiproswpeÔei to f(t), èqontac upostei olÐsjhsh kat� T deuterìlepta. An to T eÐnai jetikì, h olÐsjh-
sh eÐnai proc ta dexi� (kajustèrhsh), alli¸c h olÐsjhsh eÐnai proc ta arister� (pro ghsh). 'Etsi, to
f(t− 2) eÐnai to f(t) kajusterhmèno kata 2 deuterìlepta, kai to f(t+ 2) eÐnai to f(t) pou prohgeÐtai 2
deuterìlepta. Ac doÔme èna par�deigma:

Par�deigma:

Mia ekjetik  sun�rthsh f(t) = e−2t pou faÐnetai sto sq ma 5 kajustereÐ kat� 1 deuterìlepto. Sqe-
di�ste kai perigr�yte majhmatik� thn olisjhmènh sun�rthsh. Epanal�bate an h f(t) prohgeÐtai kat� 1
deuterìlepto.

H sun�rthsh tou sq matoc mporeÐ na parastajeÐ majhmatik� wc

f(t) =

{
e−2t, t ≥ 0
0, t < 0

(19)
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Sq ma 5: Par�deigma qronik c olÐsjhshc enìc s matoc: a) s ma f(t), b) f(t) kajusterhmèno kata 1
deuterìlepto, c) f(t) prohgoÔmeno kat� 1 deuterìlepto

'Estw ìti fd(t) = f(t − 1) eÐnai h kajusterhmènh sun�rthsh (metatopismènh proc ta dexi�) kata 1
deuterìlepto, ìpwc sto sq ma 5. H majhmatik  thc perigraf  prokÔptei antikajistwntac ìpou t to t−1.
'Ara

f(t) =

{
e−2(t−1), t− 1 ≥ 0⇔ t ≥ 1
0, t− 1 < 0⇔ t < 1

(20)

'Estw ìti fa(t) = f(t + 1) eÐnai h sun�rthsh pou prohgeÐtai (metatìpish proc ta arister�) kat� 1
deuterìlepto, ìpwc sto sq ma 5. H majhmatik  thc perigraf  prokÔptei antikajist¸ntac to t me to
t+ 1. 'Ara

f(t) =

{
e−2(t+1), t+ 1 ≥ 0⇔ t ≥ −1
0, t+ 1 < 0⇔ t < −1 (21)

5.2 Qronik  Klim�kwsh

H sumpÐesh   h diastol  enìc s matoc sto qrìno eÐnai gnwst  wc qronik  klim�kwsh. Jewr ste to
s ma f(t) tou sq matoc 6. To shma φ(t) eÐnai to f(t) sumpiesmèno sto qrìno me par�gonta 2. 'Etsi, ì,ti
sumbaÐnei sto s ma f(t) se k�poio qrìno t, epÐshc sumbaÐnei sto φ(t) all� se qrìno t/2, ètsi ¸ste

φ(t/2) = f(T ) (22)

kai
φ(t) = f(2t) (23)

Parathr ste oti epeid  f(t) = 0 sto t = T1 kai T2, prèpei na èqoume epÐshc φ(t) = 0 sto t = T1/2
kai T2/2, ìpwc sto sq ma 6(b). An to f(t)  tan grammèno se mia magnhtotainÐa, thn opoÐa paÐzame se
dipl�sia taqÔthta, tìte ja eÐqame to f(2t). En gènei, an to f(t) eÐnai sumpiesmèno sto qrìno kat� èna
par�gonta a > 1, to apotèlesma ja einai èna φ(t) tètoio ¸ste

φ(t) = f(at) (24)
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Sq ma 6: Qronik  klim�kwsh enìc s matoc

Me parìmoio sullogismì, mporoÔme na deÐxoume ìti to f(t) an epektajeÐ sto qrìno kat� ènan par�gonta
a > dÐnetai wc

φ(t) = f(
t

a
) (25)

To sq ma 6(c) deÐqnei to f(t) diastalmèno kat� èna par�gonta 2. Parathr ste ìti kata th qronik 
klim�kwsh, h arq  twn axìnwn t = 0 eÐnai to shmeio anafor�c, pou paramènei amet�blhto, giatÐ sto t = 0
isqÔei f(t) = f(at) = f(0).

SunoyÐzontac, gia na k�noume qronik  klim�kwsh enìc s matoc kat� ena par�gonta a, antikajistoÔme
to t me to at. An a > 1, h klim�kwsh metatrèpetai se qronik  sumpÐesh, en¸ an a < 1, h klim�kwsh
gÐnetai qronik  diastol .

Par�deigma:
To sq ma 7(a) deÐqnei èna s ma f(t). Sqedi�ste kai perigr�yte majhmatik� to sumpiesmèno kata par�-
gonta 3 s ma. Epanal�bate gia to diestalmèno kat� par�gonta 2 s ma.
To s ma f(t) mporeÐ na perigrafeÐ wc

f(t) =


2, −1.5 ≤ t < 0

2e−t/2, 0 ≤ t < 3
0, alli¸c

(26)

To sq ma 7(b) deÐqnei to s ma fc(t), pou eÐnai sumpiesmèno kata par�gonta 3. Kat� sunèpeia, mporeÐ na
perigrafeÐ majhmatik� wc f(3t), pou prokÔptei an antikatast soume to t me to 3t, ètsi:

fc(t) =


2, −1.5 ≤ 3t < 0⇔ −0.5 ≤ t < 0

2e−3t/2, 0 ≤ 3t < 3⇔ 0 ≤ t < 1
0, alli¸c

(27)
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Sq ma 7: Par�deigma qronik c klim�kwshc enìc s matoc

Parathr ste ìti tic qronikèc stigmèc t = −1.5 kai t = 3 sto f(t) antapokrÐnontai stic qronikèc stigmèc
t = −0.5 kai t = 1 sto sumpiesmèno s ma f(3t).

To sq ma 7(c) deÐqnei to s ma fe(t), pou einai to f(t) me qronik  diastol  kat� paragonta 2. Kata
sunèpeia, mporeÐ na perigrafeÐ majhmatik� wc f(t/2), pou prokÔptei antikajistwntac to t me to t/2. 'Etsi:

fe(t) = f(t/2) =


2, −1.5 ≤ t/2 < 0⇔ −3 ≤ t < 0

2e−t/4, 0 ≤ t/2 < 3⇔ 0 ≤ t < 6
0, alli¸c

(28)

Parathr ste ìti tic qronikèc stigmèc t = −1.5 kai t = 3 sto f(t) antapokrÐnontai stic qronikèc stigmèc
t = −3 kai t = 6 sto sumpiesmèno s ma f(t/2).

5.3 Qronik  Antistrof 

Jewr ste to shma f(t) tou sq matoc 8(a). Gia na antistrèyoume qronik� to f(t), peristrèfoume kat�
180 moÐrec gÔrw apì ton katakìrufo �xona. Aut  h antistrof  mac dÐnei to φ(t) tou sq matoc 8(b).
Parathr ste ìti ì,ti sumbaÐnei sto sqhma 8(a) se èna qronikì shmeÐo t sumbainei sto sqhma 8(b) sto
qronikì shmeÐo −t. 'Etsi

φ(−t) = f(t) (29)

kai
φ(t) = f(−t) (30)

10



Sq ma 8: Qronik c antistrof c enìc s matoc

'Ara, gia na antistreyoume qronik� èna s ma, antikajistoÔme to t me to −t. 'Etsi, h antistrof  qrìnou
tou f(t) mac dÐnei to f(−t).

Par�deigma:
Gia to s ma tou sq matoc 9(a), sqedi�ste to f(−t), pou eÐnai to anestrammèno f(t).

Sq ma 9: Par�deigma qronik c antistrof c enìc s matoc

Tic qronikèc stigmèc −1 kai −5 tou f(t) antistoiqoÔn stic qronikèc stigmèc 1 kai 5 sto f(−t). Epeid 
f(t) = et/2, èqoume f(−t) = e−t/2. To s ma f(−t) faÐnetai sto sq ma 9(b). MporoÔme na perigr�youme
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ta s mata wc majhmatik� wc

f(t) =

{
et/2, −1 ≥ t > −5
0, alli¸c

(31)

kai h antestrammènh èkdosh tou f(t), dhl. to f(−t) prokÔptei an antikatast soume to t me to −t sto
f(t) wc

f(−t) =
{
e−t/2, −1 ≥ t > −5⇔ 1 ≤ t < 5
0, alli¸c

(32)

6 EÐdh Susthm�twn

Ta sust mata diakrÐnontai se orismènec kathgorÐec, tic opoÐec kai ja suzht soume ed¸. Oi kathgorÐec
autèc eÐnai oi ex c:

1. Sust mata me mn mh: ta sust mata me mn mh eÐnai aut� gia ta opoÐa h èxodìc touc apaiteÐ
prohgoÔmenec timèc thc eisìdou gia na upologisteÐ. Gia par�deigma, to sÔsthma y(t) = 2x(t) eÐnai
èna sÔsthma qwrÐc mn mh, en¸ to sÔsthma y(t) = ex(t−1) eÐnai èna sÔsthma me mn mh.

2. Aitiat� sust mata: ta aitiat� sust mata eÐnai aut� gia ta opoÐa o upologismìc thc exìdou
DEN apaiteÐ mellontikèc timèc thc eisìdou. Gia par�deigma, to sÔsthma y(t) = 2x(t−1)+sin(x(t))
eÐnai aitiatì, en¸ to sÔsthma y(t) = x(t−2)2+4x(t+4) eÐnai mh aitiatì, epeid  gia ton upologismì
tou y(t) apaiteÐtai mellontik  tim  thc eisìdou, h x(t+ 4). Enallaktik�, mporeÐte na elègqete thn
h(t), an sac dÐnetai. An isqÔei ìti h(t) = 0, t < 0, tìte to sÔsthma eÐnai aitiatiì. Mia kai eÐpame
ìti èna sÔsthma den eÐnai tÐpota �lla apì èna s ma ki autì, ja deÐte lÐgo parak�tw ìti èna aitiatì
s ma x(t) ikanopoieÐ th sqèsh x(t) = 0, t < 0.

3. Grammik� sust mata: ta grammik� sust mata eÐnai aut� gia ta opoÐa isqÔei ìti:

x(t) = Ax1(t) +Bx2(t)→ y(t) = T{Ax1(t) +Bx2(t)}
= AT{x1(t)}+BT{x2(t)} = y1(t) + y2(t) (33)

Me lìgia, grammik� eÐnai ta sust mata sta opoÐa an efarmìsoume wc eÐsodo èna �jroisma shm�twn,
ja p�roume wc èxodo to �jroisma twn exìdwn pou ja paÐrname an eÐqame d¸sei wc eÐsodo èna-èna
ta s mata, ki ìqi ìla mazÐ wc �jroisma. Gia par�deigma, to sÔsthma y(t) = 2x(t + 1) − 3x(t − 4)
eÐnai grammikì, en¸ to sÔsthma y(t) =

√
x(t) den eÐnai grammikì, ìpwc epÐshc kai to y(t) = x2(t)

den eÐnai grammikì. H idiìthta thc grammikìthtac eÐnai polÔ shmantik .

4. Qronik� Amet�blhta sust mata: ta sust mata pou eÐnai qronik� amet�blhta eÐnai aut� gia
ta opoÐa isqÔei ìti h èxodìc touc DEN exart�tai rht� apì to qrìno t. Gia par�deigma, to sÔsthma
y(t) = 3x(t + 2) − 2 cos(x(t − 2)) eÐnai qronik� amet�blhto, en¸ to sÔsthma y(t) = tx(t) eÐnai
qronik� metablhtì.

5. Eustaj  sust mata: ta sust mata pou eÐnai eustaj  eÐnai aut� gia ta opoÐa isqÔei:

|x(t)| < Mx ⇒ |y(t)| < My, Mx,My < +∞ (34)

Me lìgia, an h eÐsodoc eÐnai fragmènh kat' apìluth tim , tìte kai h èxodoc eÐnai fragmènh kat'
apìluth tim . Gia par�deigma, to sÔsthma y(t) = x(t − 1) + t den eÐnai eustajèc, ìpwc epÐshc kai
to sÔsthma y(t) = t/x(t + 2), en¸ to sÔsthma y(t) = sin(x(t)) eÐnai eustajèc. O sugkekrimènoc
orismìc thc eust�jeiac lègetai kai BIBO stablility - Bounded Input Bounded Output stability,
pou dhl¸nei akrib¸c ì,ti eÐpame: ìtan h eÐsodoc eÐnai apolÔtwc fragmènh, tìte kai h èxodoc eÐnai
apolÔtwc fragmènh (ki ìqi aparaÐthta apì ton Ðdio arijmì-fr�gma, ìpwc faÐnetai parap�nw).
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Apì ìlec autèc tic kathgorÐec shm�twn, ta pio shmantik� eÐnai aut� pou eÐnai grammik�, qronik� ame-
t�blhta, kai se aut� ja anaferìmaste apì ed¸ kai pèra ìtan mil�me gia sust mata. H eust�jeia eÐnai
sun jwc mia epijumht  idiìthta all� de ja th jewr soume dedomènh sth melèth mac.

7 S mata kai Sust mata DiakritoÔ Qrìnou

7.1 Eisagwg 

Se aut n thn paragrafo, xekin�me th melèth mac sqetikè me thn epexergasÐa shm�twn diakritoÔ
qrìnou anaptÔssontac pr¸ta tic idèec tou s matoc diakritoÔ qrìnou kai tou sust matoc diakritoÔ qrìnou.
Ja epikentrwjoÔme se probl mata pou sqetÐzontai me thn anapar�stash shm�twn, pr�xeic me s mata,
idiìthtec shm�twn, idiìthtec susthm�twn kai taxinìmhsh aut¸n.

7.2 S mata DiakritoÔ Qrìnou

'Ena s ma diakritoÔ qrìnou-discrete-time signal eÐnai mia diatetagmènh akoloujÐa pragmatik¸n   mi-
gadik¸n tim¸n. 'Etsi, èna s ma diakritoÔ qrìnou eÐnai mia sun�rthsh thc akèraiac metablht c n, pou
sumbolÐzetai wc x[n]. To s ma diakritoÔ qrìnou den orÐzetai gia mh akèraiec timèc tou n. 'Etsi, èna
pragmatikì s ma x[n] anaparÐstatai grafik� opwc sto sqhma 10. Ta s mata diakritoÔ qrìnou suqn�

Sq ma 10: S ma DiakritoÔ Qrìnou

proèrqontai apì deigmatolhyÐa enìc s matoc suneqoÔc qrìnou, ìpwc h fwn . Gia par�deigma, èna s ma
suneqoÔc qrìnou xa(t) deigmatolhpteÐtai me rujmì fs = 1

Ts
deÐgmata an� deuterolepto, kai par�gei èna

deigmatolhpthmèno s ma x[n], pou sqetÐzetai me to xa(t) wc

x[n] = xa(nTs) (35)

'Omwc, up�rqoun kai s mata pou den pro ljan kat' autìn ton trìpo. K�poia s mata jewroÔme ìti
ufÐstantai ex' arq c sto diakritì qrìno, ìpwc gia par�deigma oi hmerÐsiec timèc twn metoq¸n, ta et sia
statistik� plhjusm¸n, to pl joc twn dromologÐwn enìc lewforeÐou an� hmèra, klp.

7.2.1 Enèrgeia S matoc

Skeftomenoi me ton Ðdio trìpo ìpwc kai sto suneqh qrìno

Ex =
∞∑

n=−∞
|x[n]|2 (36)
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gia migadik� s mata, en¸ gia pragmatik� s mata, h parap�nw sqèsh gÐnetai

Ex =

∞∑
n=−∞

x2[n] (37)

7.2.2 IsqÔc S matoc

Gia èna pragmatikì s ma x[n], orÐzoume thn isqÔ, Px, wc

Px = lim
N→∞

1

2N

N∑
n=−N

|x[n]|2 (38)

7.2.3 Migadikèc AkoloujÐec

En gènei, èna s ma diakritoÔ qrìnou mporei na einai migadikì, kai m�lista up�rqoun pollèc shmantikèc
efarmogèc, ìpwc oi yhfiakèc epikoinwnÐec, ìpou ta migadik� s mata èrqontai sto prosk nio polÔ eÔkola.
'Ena migadikì s ma mporei na ekfrasteÐ eÐte wc �jroisma tou pragmatikoÔ kai tou fantastikoÔ tou mèrouc

z[n] = a[n] + jb[n] = <{z[n]}+ j={z[n]} (39)

eÐte se polik  morf , me ìrouc pl�touc kai f�shc wc

z[n] = |z[n]|ej∠z[n] = |z[n]|ejarg{z[n]} (40)

To pl�toc dÐnetai apì thn èkfrash

|z[n]|2 = <2{z[n]}+ =2{z[n]} (41)

en¸ h f�sh apì th sqèsh

∠z[n] = arg{z[n]} = arctan
={z[n]}
<{z[n]}

(42)

An h z[n] eÐnai migadik  akoloujÐa, h suzug c thc eÐnai h z∗[n], kai mporei na upologisteÐ apl� all�zontac
to prìshmo tou fantastikoÔ mèrouc thc z[n]:

z∗[n] = <{z[n]} − j={z[n]} = |z[n]|e−jarg{z[n]} (43)

7.2.4 Merikèc Basikèc AkoloujÐec

An kai ta perissìtera s mata pou ja sunant soume sthn pr�xh eÐnai polÔplokec sunart seic tou
qrìnou, up�rqoun tria apl� all� polÔ shmantik� s mata diakritoÔ qrìnou pou qrhsimopoioÔntai polÔ
suqn� sthn perigrafh kai anapar�stash pio periplokwn shm�twn.

Aut� ta s mata eÐnai h monadiaÐa sun�rthsh, h bhmatik  sun�rthsh, kai h ekjetik  sun�rthsh. H
monadiaÐa sun�rthsh, pou sumbolÐzetai me δ[n], orÐzetai wc

δ[n] =

{
1, n = 0
0, alli¸c

(44)

kai paizei ton Ðdio rolo sthn epexergasÐa s matoc diakritoÔ qrìnou me th sun�rthsh Dèlta δ(t) pou
èqoume dei sthn epexergasÐa s matoc suneqoÔc qrìnou. H bhmatik  sun�rthsh, pou sumbolÐzetai me u[n],
orÐzetai wc

u[n] =

{
1, n ≥ 0
0, alli¸c

(45)
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kai sqetÐzetai me th monadiaÐa sun�rthsh wc

u[n] =
n∑

k=−∞
δ[k] (46)

'Omoia, h monadiaia sun�rthsh mporei na grafeÐ wc h diafor� duo bhmatik¸n:

δ[n] = u[n]− u[n− 1] (47)

Tèloc, h ekjetik  sun�rthsh orÐzetai wc
x[n] = an (48)

ìpou a ènac pragmatikìc   migadikìc arijmìc. IdiaÐterou endiafèrontoc eÐnai ta ekjetik� s mata thc
morfhc

ejω0n = cos(nω0) + j sin(nω0) (49)

me ω0 pragmatikì arijmì. 'Opwc ja doÔme sÔntoma, oi ekjetikèc sunart seic eÐnai polÔ qr simec sthn
An�lush Fourier twn shm�twn.

7.2.5 Periodikèc AkoloujÐec

'Ena s ma diakritoÔ qrìnou mporei na eÐnai eite periodikì eÐte aperiodikì. 'Ena s ma jewreÐtai periodikì
an, gia k�poio jetikì akèraio N , isqÔei oti

x[n] = x[n+N ] (50)

gia k�je n. H jemeli¸dhc periodoc pou sumbolÐzetai wc N , einai h mikrìteroc jetikìc akèraioc pou
ikanopoiei th sqèsh 50. An h sqèsh aut  den ikanopoeiÐtai gia kanèna akèraio N , to s ma lègetai
aperiodikì.

An x1[n] eÐnai èna periodikì shma me perÐodo N1 kai x2[n] èna periodikì s ma me perÐodo N2, tìte to
�jroisma

x[n] = x1[n] + x2[n] (51)

ja eÐnai p�nta periodikì kai h periodìc tou ja eÐnai h

N =
N1N2

GCD{N1, N2}
(52)

ìpou GCD{N1, N2} eÐnai o mègistoc koinìc diairèthc twn N1, N2. To Ðdio isqÔei kai gia to ginìmeno, dhl.
to shma

x[n] = x1[n]x2[n] (53)

ja eÐnai periodikì me perÐodo N pou dÐnetai apì th sqèsh 52, an kai h jemeli¸dhc periodoc mporeÐ na eÐnai
mikrìterh.

Dedomènhc miac akoloujÐac x[n], èna periodikì s ma mporei p�nta na dhmiourghjeÐ ��antigr�fontas��
to x[n] wc

y[n] =

∞∑
k=−∞

x[n− kN ] (54)

ìpou N ènac jetikìc akèraioc. Se aut n thn periptwsh, to y[n] eÐnai periodikì me periodo N .

15



7.2.6 Summetrikèc AkoloujÐec

'Ena s ma diakritoÔ qrìnou suqn� èqei merikèc morfèc summetriac pou mporoÔme na ekmetalleutoÔme.
Duo eid¸n summetrÐec mac eÐnai endiaferousec. 'Ena pragmatikì s ma lègetai ìti eÐnai �rtio an, gia k�je
n, isqÔei ìti

x[n] = x[−n] (55)

en¸ èna s ma lègetai ìti eÐnai perittì an, gia k�je n, isqÔei ìti

x[n] = −x[−n] (56)

K�je s ma x[n] mporei na grafei wc to �jroisma tou �rtiou mèrouc tou, xe[n], kai tou perittoÔ mèrouc
tou, xo[n], wc

x[n] = xe[n] + xo[n] (57)

me

xe[n] =
1

2
(x[n] + x[−n]) (58)

kai

xo[n] =
1

2
(x[n]− x[−n]) (59)

Gia migadik� s mata, oi summetrÐec eÐnai elafr� diaforetikèc. 'Ena migadikì shma lègetai ìti eÐnai
suzugèc summetrikì (  alli¸c ermhtianì) an, gia k�je n, isqÔei ìti

x[n] = x∗[−n] (60)

kai lègetai suzugèc antisummetrikì an, gia k�je n, isqÔei

x[n] = −x∗[−n] (61)

7.2.7 Pr�xeic anex�rththc metablht c p�nw se s mata

Suqn�, jèloume na tropopoi soume ta s mata mèsw tou deikth touc, n. Dhl. jèloume na k�noume
èna metasqhmatismì thc morfhc

y[n] = x[f [n]] (62)

me f [n] mia sun�rthsh tou n. Oi pio suqnoÐ metasqhmatismoÐ perilamb�noun thn olÐsjhsh-metakÐnhsh,
thn anastrof , thn qronik  klim�kwsh, oi opoÐec orÐzontai wc

• OlÐsjhsh: H olÐsjhsh orizetai wc o metasqhmatismìc f [n] = n − n0. An y[n] = x[n − n0], to
x[n] metatopÐzetai proc ta dexi� kat� n0 deÐgmata, an to n0 eÐnai jetikìc (anaferetai wc kajustè-
rhsh), en¸ metatopÐzetai proc ta arister� kat� n0 deigmata, an to n0 eÐnai arnhtikì (anafèretai wc
pro ghsh-propìreush).

• Anastrof : Autìc o metasqhmatismìc dÐnetai apì th sqèsh f [n] = −n, kai apl� einai h anastrof 
tou shmatoc sto qrìno, wc proc n.

• Klim�kwsh sto qrìno: Autìc o metasqhmatismìc orÐzetai wc f [n] =Mn   f [n] = n/N , ìpouM,N
eÐnai jetikoÐ akèraioi. Sthn pr¸th periptwsh, h akoloujÐa x[Mn] sqhmatÐzetai paÐrnontac k�jeM -
osto deÐgma apì th x[n] (aut  h pr�xh lègetai upodeigmatolhyÐa-downsampling). Me f [n] = n/N ,
h akoloujÐa y[n] = x[f [n]] orÐzetai wc

y[n] =

{
x[n/N ], n = 0,±N,±2N, · · ·
0, alli¸c

(63)

(h pr�xh aut  einai gnwsth wc uperdeigmatolhyÐa-upsampling).

ParadeÐgmata olÐsjhshc, anastrof c, kai klim�kwshc sto qrìno faÐnontai sto sq ma 11. Prosèxte, oi
pr�xeic autèc exart¸ntai apì th seir� pou ja tic efarmìsete (einai dhlad  order-dependent).
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Sq ma 11: (a)S ma DiakritoÔ Qronou (b) Kajustèrhsh kat� n0 = 2 (g) Anastrof  (d) Upodeigmatolh-
yÐa kat� 2 (e) UperdeigmatolhyÐa kat� 2

7.2.8 Pr�xeic me s mata

Prèpei na sac einai profanèc ìti oi sun jeic pr�xeic thc prìsjeshc, tou pollaplasiasmoÔ metaxÔ
shm�twn, kai o pollaplasiasmìc shmatoc me stajera, de qrei�zontai idiaÐterec exhg seic, opìte de ja
epektajoÔme. :-)

7.3 Sust mata DiakritoÔ Qrìnou

'Ena susthma diakritoÔ qrìnou eÐnai, jewrhtik�, ènac majhmatikìc telesthc   mia antistoÐqish pou
metasqhmatÐzei èna s ma (thn eÐsodo) se èna �llo s ma (thn èxodo), mèsw enìc kajorismènou sunìlou
apì pr�xeic. H shmeiografeÐa T [] qrhsimopoieÐtai gia na anaparast sei en gènei èna sÔsthma. Oi idiìthtec
eisìdou-exìdou enìc sust matoc mporoÔn na kajoristoÔn me polloÔc diaforetikoÔc trìpouc. H sqèsh
eisìdou-exìdou mporeÐ, gia par�deigma, na ekfrastei wc

y[n] = x2[n] (64)

 

y[n] =
1

2
y[n− 1] + x[n] (65)
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EÐnai epÐshc dunatìn na perigrafei èna sÔsthma me algorijmikoÔc ìrouc, pou apoteleÐtai apì entolèc  
pr�xeic pou efarmìzontai se ena s ma eisìdou, ìpwc oi

y1[n] =
1

2
y1[n− 1] +

1

4
x[n] (66)

y2[n] =
1

4
y2[n− 1] +

1

2
x[n] (67)

y3[n] =
4

10
y3[n = 1] +

1

2
x[n] (68)

y[n] = y1[n] + y2[n] + y3[n] (69)

Ta susthmata diakritoÔ qronou mporoÔn na kathgoriopoihjoÔn an�loga me tic idiìthtec pou èqoun.
Oi pio sun jeic idiìthtec pou mac endiaferoun eÐnai h grammikìthta, h h qronik  ametablhtikìthta, h
aitiatìthta, h eust�jeia, kai h antistreyimìthta. Autèc oi idiìthtec, mazi me merikèc akìma, perigr�fontai
parak�tw.

7.3.1 Idiìthtec Susthm�twn

1. H pr¸th idiìthta afor� to an èna sÔsthma èqei   ìqi mn mh. 'Ena sÔsthma lème oti eÐnai qwrÐc
mn mh an h èxodoc se mia qronik  stigm  n = n0 exart�tai mìno apì thn eÐsodo th qronik  stigm 
n = n0. Me �lla lìgia, èna sÔsthma eÐnai qwrÐc mn mh an, gia k�je n0, mporoÔme na broÔme thn
tim  y[n0] dedomènhc mìno thc tim c x[n0].

Paradeigma:

To sÔsthma y[n] = x2[n] einai qwrÐc mn mh giati to y[n0] exart�tai mìno apì thn tim  x[n0].
AntÐjeta, to susthma y[n] = x[n] + x[n − 1] eÐnai me mn mh, giati gia ton upologismì tou y[n0]
qreiazìmaste kai thn tim  x[n0 − 1], ektoc ap' thn x[n0].

2. 'Ena sÔsthma lègetai ajroistikì an isqÔei

T [x1[n] + x2[n]] = T [x1[n]] + T [x2[n]] (70)

gia opoiad pote s mata x1[n] kai x2[n].

3. 'Ena sÔsthma lème ìti eÐnai omogenèc an h klim�kwsh thc eisìdou me mia stajer� èqei wc apotèlesma
thn klim�kwsh thc exìdou me thn Ðdia stajer�. Eidikìtera, autì shmaÐnei ìti an

T [cx[n]] = cT [x[n]] (71)

gia opoiad pote migadik  stajer� c gia k�je s ma eisìdou x[n].

Par�degima:
To sÔsthma pou orÐzetai wc

y[n] =
x2[n]

x[n− 1]
(72)

den eÐnai ajroistikì giatÐ

T [x1[n] + x2[n]] =
(x1[n] + x2[n])

2

x1[n− 1] + x2[n− 1]
(73)

pou den eÐnai to Ðdio me to

T [x1[n]] + T [x2[n]] =
x21[n]

x1[n− 1]
+

x22[n]

x2[n− 1]
(74)
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To sÔsthma, ìmwc, eÐnai omogenèc, giatÐ gia eÐsodo cx[n], h èxodoc

T [cx[n]] =
(cx[n])2

cx[n− 1]
= c

x2[n]

x[n− 1]
= cT [x[n]] (75)

Apì thn �llh meri�, to sÔsthma pou orÐzetai apì th sqèsh

y[n] = x[n] + x∗[n− 1] (76)

eÐnai ajroistikì (deÐxte to! :-) ) all� den eÐnai omogenèc, giati

T [cx[n]] = cx[n] + c∗x∗[n− 1] 6= cT [x[n]] = cx[n] + cx∗[n− 1] (77)

4. 'Ena susthma lègetai grammikì an eÐnai ajroistikì kai omogenèc. Dhl. èna sÔsthma eÐnai grammikì
an

T [a1x1[n] + a2x2[n]] = a1T [x1[n]] + a2T [x2[n]] (78)

gia duo eisìdouc x1[n] kai x2[n] gia duo opoiesdhpote stajerèc a1, a2.

5. 'Ena sÔsthma lème oti einai qronik� amet�blhto an mia kajustèrhsh sthn eÐsodo kat� n0 deÐgmata
èqei wc apotèlesma thn kajustèrhsh thc exìdou kat� n0 deÐgmata. Pio ��majhmatik��� :-), èstw y[n]
h èxodoc enìc sust matoc gia mia eisodo x[n]. To sÔsthma lème ìti eÐnai qronik� amet�blhto an
gia k�je kajustèrhsh n0, h apìkrish sthn eÐsodo x[n− n0] einai h y[n− n0].
Gia na elègxoume an èna sÔsthma einai qronik� amet�blhto, prèpei na sugkrinoume ta s mata y[n−n0]
kai T [x[n− n0]]. An eÐnai Ðdia, tìte to sÔsthma eÐnai qronik� amet�blhto.

Par�deigma:
To sÔsthma pou orÐzetai wc

y[n] = x2[n] (79)

einai qronik� amet�blhto, kai mporoÔme na to deÐxoume. H apìkrish tou sust matoc sthn eÐsodo
x[n − n0], eÐnai y′[n] = [x[n − n0]]2 = x2[n − n0]. 'Omwc, y′[n] = y[n − n0], �ra to sÔsthma eÐnai
qronik� amet�blhto.

6. 'Ena sÔsthma eÐnai kai grammikì kai qronik� amet�blhto, kai anafèretai wc GQA sÔsthma, an isqÔei
ìti an h[n] eÐnai h apìkrish tou susthmatoc sthn eÐsodo δ[n], tìte h apìkrish tou sust matoc gia
eÐsodo δ[n− k], eÐnai h[n− k]. 'Etsi, h èxodoc enìc GQA sust matoc dÐnetai apì th sqèsh

y[n] =

∞∑
k=−∞

x[k]h[n− k] = x[n] ∗ h[n] (80)

ìpou ∗ sumbolÐzei ton telesth thc sunèlixhc, h opoÐa orÐzetai wc to parap�nw �jroisma. To s ma
h[n] anafèretai wc monadiaÐa   kroustik  apìkrish kai qarakthrÐzei pl rwc to GQA sÔsthma. Me
�lla lìgia, mporoÔme na broÔme thn apìkrish tou sust matoc gia k�je eÐsodo x[n], an gnwrÐzoume
to h[n].

7. Mia idiìthta idiaÐtera shmantik  gia pragmatikèc efarmogèc eÐnai h aitiatìthta, h opoÐa lèei ìti h
apìkrish enìc susthmatoc th qronik  stigm  n0 exartatai mìno apì tic qronikèc stigmèc MEQRI
KAI th qronik  stigm  n = n0. Gia èna aitiato sÔsthma, oi allagèc sthn èxodo den mporeÐ na
prohgoÔntai apì allagèc sthn eÐsodo. 'Ena aitiatì GQA sÔsthma èqei thn idiìthta oti h[n] =
0, n < 0.

Par�deigma:
To sÔsthma pou perigr�fetai apì th sqèsh y[n] = x[n] + x[n − 1] eÐnai aitiato giati h tim  thc
exìdou th qronik  stigm  n = n0 exart�tai mìno apì tic timèc eisìdou x[n] stic qronikèc stigmèc
n0 kai n0 − 1. AntÐjeta, to sÔsthma y[n] = x[n] + x[n + 1] den eÐnai aitiatì, giati h èxodoc th
qronik  stigm  n0 exart�tai apì thn tim  thc eisìdou tic qronikèc stigmèc n0 kai n0 + 1.
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8. 'Ena sÔsthma lègetai eustajèc, an isqÔei ìti gia fragmènh eÐsodo, |x[n]| < Bx, h èxodoc eÐnai epÐshc
fragmènh, |y[n]| < By, me Bx, By pragmatikoÔc arijmoÔc. Gia ena GQA sÔsthma, h eust�jeia isqÔei
an isquei h sqèsh

∞∑
n=−∞

|h[n]| <∞ (81)

9. 'Ena sÔsthma lègetai antistreyimo an h eÐsodoc se èna sÔsthma mporei na oristeÐ monos manta apì
thn èxodo. Me �lla lìgia, gia na eÐnai èna sÔsthma antistrèyimo, einai aparaÐthto diaforetikèc ei-
sìdouc na dÐnoun diaforetikèc exìdouc. Me �lla �lla :-) lìgia, dedomènwn duo eisìdwn x1[n], x2[n],
me x1[n] 6= x2[n], prèpei na isqÔei ìti y1[n] 6= y2[n].

8 Ask seic

(aþ) An to diakritì s ma x[n] eÐnai ìpwc sthn parak�tw eikìna,

na sqedi�sete ta s mata:
a) x[n− 2]
b) x[2− n]
g) x[2n]
d) x[n]u[1− n]

LÔsh:
To s ma thc eikìnac mporeÐ na grafeÐ wc:

x[n] =


1, n = 0
1, n = 1
1
2 , n = 2
0, elsewhere
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Par' ìti eÐnai sqetik� eÔkolo na broÔme me to m�ti ta parap�nw, ac ta doÔme me majhmatik�.
EÐnai: a)

x[n− 2] =


1, n− 2 = 0
1, n− 2 = 1
1
2 , n− 2 = 2
0, elsewhere

⇒ x[n− 2] =


1, n = 2
1, n = 3
1
2 , n = 4
0, elsewhere

kai to s ma faÐnetai sthn eikìna parak�tw.

b)

x[2− n] =


1, 2− n = 0
1, 2− n = 1
1
2 , 2− n = 2
0, elsewhere

⇒ x[2− n] =


1, n = 2
1, n = 1
1
2 , n = 0
0, elsewhere

kai to s ma faÐnetai sthn eikìna parak�tw.
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g)

x[2n] =


1, 2n = 0
1, 2n = 1
1
2 , 2n = 2
0, elsewhere

⇒ x[2n] =


1, n = 0
1, n = 1

2
1
2 , n = 1
0, elsewhere

kai to s ma faÐnetai sthn eikìna parak�tw (profan¸c gia n = 1
2 den orÐzetai to s ma - orÐzetai

mìno gia akèraiec qronikèc timèc).

d)

u[1− n] =
{

1, 1− n ≥ 0
0, 1− n ≤ 0

⇒ u[1− n] =
{

1, 1 ≥ n
0, 1 ≤ n

�ra h bhmatik  aut  sun�rthsh orÐzetai gia n ≤ 1. Opìte ja eÐnai ìpwc faÐnetai sthn eikìna
parak�tw.

To x[n] to gnwrÐzoume apì parap�nw, �ra to ginìmenì touc ja orÐzetai mìno gia n = 0, n = 1.
�ra ja èqoume ìti

22



x[n][1− n] =


1, n = 0
1, n = 1
0, elsewhere

pr�gma pou faÐnetai kai sthn parak�tw eikìna.

(bþ) Elègxte an ta parak�tw s mata eÐnai periodik�, ki an nai, breÐte thn perÐ-
odì touc.

i. x[n] = e
j2πn

3

ii. x[n] = ne
j2πn

3

iii. x[n] = ejn

iv. x[n] = e
j2πn√

2

LÔsh:

Gia na eÐnai periodikì èna diakritì s ma, prèpei na isqÔei gia thn perÐodì tou, N , ìti N = 2πk
ω0

,
me to mikrìtero dunatì k ∈ Z kai profan¸c N ∈ Z (de noeÐtai perÐodoc p.q. N = 5.5
deÐgmata!).

i. EÐnai N = 2πk
ω0

= 2πk
2π
3

= 3k. Profan¸c k = 1 kai �ra N = 3.

ii. Sto pr¸to er¸thma eÐdame ìti to s ma eÐnai periodikì me perÐodo N = 3. To s ma
y[n] = n profan¸c DEN eÐnai periodikì. 'A�ra èqoume to ginìmeno miac periodik c me mia
mh periodik  sun�rthsh. To apotèlesma eÐnai fusik� mh periodikì s ma.

iii. EÐnai N = 2πk
ω0

= 2πk
1 = 2πk. Den up�rqei k ∈ Z pou na dÐnei akèraio N , �ra to s ma den

eÐnai periodikì.

iv. EÐnai N = 2πk
ω0

= 2πk
2π√
2

=
√

(2)k, epÐshc den up�rqei akèraio k pou na dÐnei akèraio N , �ra

to s ma den eÐnai periodikì.

(gþ) Exet�ste an ta parak�tw sust mata eÐnai grammik�, qronik� amet�blhta,
kai aitiat�.

i. y[n] = 2x[n− 1] + 3x[n− 3]

ii. y[n] = n2x2[n+ 2]− x[n]
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LÔsh:
Ac jumhjoÔme pìte èna sÔsthma pou perigr�fetai apì mia exÐswsh diafor¸n lègetai grammikì,
qronik� amet�blhto, kai aitiatì.

• Grammikì lègetai èna sÔsthma an isqÔei ìti:
An gia eÐsodo x1[n], paÐrnoume èxodo y1[n] kai eÐsodo x2[n] paÐrnoume èxodo y2[n], tìte
gia eÐsodo ax1[n]+bx2[n] paÐrnoume èxodo ay1[n]+by2[n]. Me apl� lìgia, ìtan dÐnoume wc
eÐsodo èna �jroisma apì s mata (pollaplasiasmèna me stajerèc a, b, ...), tìte paÐrnoume
wc èxodo to �jroisma twn exìdwn pou ja mac èdine to sÔsthma an b�zame tic eisìdouc
mia-mia, xeqwrist�.

• Qronik� Amet�blhto lègetai èna sÔsthma an isqÔei ìti:
An gia eÐsodo x[n] paÐrnoume èxodo y[n], tìte gia eÐsodo x[n − n0] ja p�roume èxodo
y[n − n0]. Me apl� lìgia, autì shmaÐnei ìti ìsh kajustèrhsh èqoume sthn eÐsodo, tì-
sh kajustèrhsh ja p�roume sthn èxodo, dhl. gia mia dedomènh eÐsodo, h èxodoc tou
sust matoc eÐnai anex�rthth apì th qronik  stigm  pou dÐnetai h eÐsodoc.

• Aitiatì lègetai ènan sÔsthma ìtan isqÔei ìti h èxodoc DEN exart�tai apì mellontikèc
timèc thc eisìdou, par� mìno apì twrinèc   pareljontikèc.

'A�ra ja eqoume:

i. Gia eÐsodo x1[n] paÐrnoume èxodo

y1[n] = 2x1[n− 1] + 3x1[n− 3] (82)

Gia eÐsodo x2[n] paÐrnoume èxodo

y2[n] = 2x2[n− 1] + 3x2[n− 3] (83)

'A�ra

ay1[n] + by2[n] = a(2x1[n− 1] + 3x1[n− 3]) + b(2x2[n− 1] + 3x2[n− 3]) (84)

Gia eÐsodo ax1[n] + bx2[n] paÐrnoume èxodo

y3[n] = 2(ax1[n− 2] + bx2[n− 1]) + 3(ax1[n− 3] + bx2[n− 3]) = (85)

= a(2x1[n− 1] + 3x1[n− 3]) + b(2x2[n− 1] + 3x2[n− 3]) (86)

Profan¸c oi sqèseic 84, 86 eÐnai Ðdiec, �ra to sÔsthma eÐnai grammikì.

Gia eÐsodo x[n− n0] paÐrnoume èxodo

y[n] = 2x1[n− n0 − 1] + 3x1[n− n0 − 3] (87)

UpologÐzoume to
y[n− n0] = 2x[n− n0 − 1] + 3x[n− n0 − 3] (88)

Oi 87, 88 eÐnai Ðdiec, �ra to sÔsthma eÐnai qronik� amet�blhto.

Profan¸c, to sÔsthm� mac exart�tai mìno apì pareljontikèc timèc thc eisìdou
(x[n− 1], x[n− 3]), �ra eÐnai aitiatì.

ii. Profan¸c to sÔsthma eÐnai MH grammikì (h èxodoc eÐnai sun�rthsh tou tetrag¸nou thc
eisìdou - apodeÐxte to analutik�), MH qronik� amet�blhto (to n2 mprost� ap' to x[n+2]
“eujÔnetai”gi' autì - apodeÐxte to), MH aitiatì (gia na broÔme to y[n] jèloume to x[n+2],
dhl. mellontik  tim  thc eisìdou).
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Parènjesh:
Par' ìti sto m�jhma ja asqolhjoÔme sqedìn apokleistik� me grammik�, qronik� amet�blhta
kai aitiat� sust mata, autì de shmaÐnei ìti ìsa den plhroÔn tic parap�nw sunj kec eÐnai
“�qrhsta”. 'Ena polÔ qr simo sthn pr�xh sÔsthma eÐnai to parak�tw:

y[n] = x2[n]− x[n− 1]x[n+ 1] (89)

To sÔsthma autì eÐnai MH grammikì, eÐnai qronik� amet�blhto, all� kai MH aitiatì, giatÐ h
qronik  stigm  n thc exìdou qrei�zetai th qronik  stigm  n+1 thc eisìdou. Par' ìti autì to
sÔsthma den eÐnai grammikì, oÔte kai aitiatì, eÐnai arket� qr simo kai diadedomèno. H pr�xh
pou perigr�fetai apì to sÔsthma autì lègetai telest c Teager-Kaiser, kai oi idiìthtèc
thc thn kajistoÔn polÔ qr simh se PARA pollèc efarmogèc (eikìnec,  qoc, biologik� s mata,
klp).

AntiparadeÐgmata:
DeÐte ìti ta s mata:

• y[n] = x2[n− 4],

• y[n] = log10(|x[n]|),
• y[n] = 1

x[n] , me x[n] 6= 0

eÐnai MH grammik�. (DeÐxte dhlad  ìti oi antÐstoiqec sqèseic pou prokÔptoun DEN eÐnai
Ðdiec).
DeÐxte ìti ta s mata:

• y[n] = x[−n]
• y[n] =

∑n
k=n0

x[k]

• y[n] = x[n/L], n = 0,±L,±2L, ...
eÐnai qronik� METABLHTA (time variant) sust mata. (DeÐxte dhlad  ìti oi antÐstoiqec
sqèseic pou prokÔptoun DEN eÐnai Ðdiec).
Elègxte an ta s mata:

• y[n] = x[−n]
• y[n] =

∑n
k=n0

x[k]

• y[n] =
∑n+n0

k=n−n0
x[k]

eÐnai MH aitiat� (upì k�poiec sunj kec - breÐte tic).

(dþ) 'Estw to s ma
x(t) = sin2(5πt) cos(22πt)

BreÐte thn perÐodo T0 tou s matoc.

LÔsh:
Gia na broÔme thn perÐodo, ja prèpei na gr�youme to x(t) wc �jroisma hmitìnwn  /kai sunh-
mitìnwn.
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EÐnai:

x(t) = sin2(5πt) cos(22πt) =
( 1

2j
ej5πt − 1

2j
e−j5πt

)2(1
2
ej22πt +

1

2
e−j22πt

)
=

( 1

4j2
ej10πt − 2

1

2j

1

2j
ej5πte−j5πt +

1

4j2
e−j10πt

)(1
2
ej22πt +

1

2
e−j22πt

)
=

(
− 1

4
ej10πt +

1

2
− 1

4
e−j10πt

)(1
2
ej22πt +

1

2
e−j22πt

)
= −1

8
ej32πt − 1

8
e−j12πt +

1

4
ej22πt +

1

4
e−j22πt − 1

8
e−j32πt − 1

8
ej12πt

= −1

4
cos(12πt) +

1

2
cos(22πt)− 1

4
cos(32πt)

= −1

4
cos(2π6t) +

1

2
cos(2π11t)− 1

4
cos(2π16t)

=
1

4
cos(2π6t+ π) +

1

2
cos(2π11t) +

1

4
cos(2π16t+ π) (90)

'Enac diaforetikìc trìpoc lÔshc ja  tan na qrhsimopoi soume tic trigwnometrikèc tautìthtec:

sin2(θ) =
1

2
− 1

2
cos(2θ)

kai

cos(θ) cos(ω) =
1

2
cos(θ + ω) +

1

2
cos(θ − ω)

Tìte ja eÐnai:(1
2
− 1

2
cos(10πt)

)
cos(22πt) =

1

2
cos(22πt)− 1

2
cos(22πt) cos(10πt)

=
1

2
cos(22πt) +

1

4
cos(32πt+ π) +

1

4
cos(12πt+ π)

Profan¸c, h jemeli¸dhc suqnìthta ja eÐnai: f0 = MKD(6, 11, 16) = 1. 'Ara T0 =
1
f0

= 1.

(eþ) BreÐte thn perÐodo tou s matoc:

x(t) = sin2(5πt+ φ1) + sin2(2πt+ φ2)

LÔsh:
Ja qreiasteÐ na gr�youme to s ma mac wc �jroisma apl¸n hmitìnwn  /kai sunhmitìnwn, ¸ste
na mporoÔme na apofanjoÔme gia thn periodikìtht� tou. EÐnai:

x(t) = sin2(5πt+ φ1) + sin2(2πt+ φ2)

=
( 1

2j
ej5πtejφ1 − 1

2j
e−j5πte−jφ1

)2
+
( 1

2j
ej2πtejφ2 − 1

2j
e−j2πte−jφ2

)2
= −1

4
ej10πtej2φ1 − 2

1

2j

1

2j
− 1

4
e−j10πte−j2φ1 − 1

4
ej4πtej2φ2 − 2

1

2j

1

2j
− 1

4
e−j4πte−j2φ2

= −1

4
(ej10πtej2φ1 + e−j10πte−j2φ1)− 1

4
(ej4πtej2φ2 + e−j4πte−j2φ2) + 1

= 1− 1

4
2 cos(10πt+ 2φ1)−

1

4
2 cos(4πt+ 2φ2)

= 1− 1

2
cos(10πt+ 2φ1)−

1

2
cos(4πt+ 2φ2)

= 1− 1

2
cos(2π5t+ 2φ1)−

1

2
cos(2π2t+ 2φ2) (91)

26



'Ara h jemeli¸dhc suqnìthta tou s matoc ja eÐnai f0 = MKD{5, 2} = 1. 'Ara T0 = 1
f0

= 1

sec. Alli¸c, ja mporoÔsame na poÔme ìti T0 = EKP{15 ,
1
2} =EKP{0.2, 0.5} = 1 sec.

ShmeÐwsh: An mac zhtoÔse na deÐxoume ìti to s ma eÐnai periodikì, kai met� na upologÐsoume
thn perÐodì tou, tìte ja èprepe (gia na eÐmaste apìluta swstoÐ) na poÔme ìti:
T1
T2 =

1
5
1
2

= 2
5 , pou eÐnai lìgoc akeraÐwn arijm¸n, �ra to s ma eÐnai periodikì. 'Epeita, ja

upologÐzame thn perÐodo me ìpoion trìpo jèlame.
'Ena kalì antipar�deigma sqetik� me aut  th shmeÐwsh, ja  tan to

x(t) = 2 + cos(10πt+ φ1)−
1

2
cos(4t− φ2)

Tìte, ja  tan T1
T2 =

1
5
2
π

= π
10 , to opoÐo profan¸c DEN eÐnai lìgoc akeraÐwn arijm¸n, �ra to

s ma DEN eÐnai periodikì.
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