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Θέµα 1 - 20 µονάδες. ΄Εστω το σήµα f(t) µε µετασχηµατισµό Fourier (FT) που ϕαίνεται στο
Σχήµα 1. Να σχεδιάσετε το FT των παρακάτω σηµάτων. Να είστε ακριβείς ως προς τις τιµές που ϑα
γράψετε στους δύο άξονες.
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Σχήµα 1: Ο Μετασχηµατισµός Fourier του ϑέµατος 1.

(α) f(−t)
(ϐ) f(2t)
(γ) ej2tf(t)
(δ) f(t) ∗ f(t), όπου το ∗ δηλώνει συνέλιξη.
(ε) 1

2πj f
′(t), όπου το ′ δηλώνει παραγώγιση ως προς t.

Θέµα 2 - 20 µονάδες. Η κρουστική απόκριση ενός γραµµικού χρονικά αµετάβλητου (ΓΧΑ) συστή-
µατος δίνεται από τη σχέση:

h(t) = δ(t) + 5e−5tu(t).

(α) Υπολογίστε την απόκριση συχνότητας, H(jω), του συστήµατος και σχεδιάστε το τετράγωνο του
µέτρου, |H(jω)|2, ως συνάρτηση της συχνότητας ω.

(ϐ) Ποια είναι η συχνότητα την οποία ενισχύει περισσότερο αυτό το σύστηµα ; Σε ποια συχνότητα
το τετράγωνο του µέτρου της απόκρισης παίρνει το µισό της µέγιστης τιµής ; (Η συχνότητα αυτή
αναφέρεται και ως 3dB συχνότητα, διότι σε dB κλίµακα, 10 log(|H(jω)|2), η απόκριση εκεί είναι
3.01dB µικρότερη από τη µέγιστη τιµή.)

(γ) Υπολογίστε την έξοδο του συστήµατος όταν η είσοδος είναι η x(t) = 1 + 2 cos(100t).

Θέµα 3 - 10 µονάδες. Μοντελοποιούµε το καµπαναριό του Σχήµατος 2 ως ένα σύστηµα όπου
το σφυρί (που χτυπά την καµπάνα) είναι η είσοδος, η καµπάνα είναι το σύστηµα και ο ήχος που
προκύπτει είναι η έξοδος. Απαντήστε µε µικρές συνοπτικές προτάσεις στις ακόλουθες ερωτήσεις.

(α) Είναι το σύστηµα γραµµικό ; Είναι χρονικά αµετάβλητο ;

(ϐ) Είναι το σύστηµα ευσταθές ;

(γ) ∆ώστε µία µαθηµατική έκφραση (σε µία γραµµή) που πιστεύετε ότι εκφράζει την κρουστική
απόκριση, h(t), του συστήµατος. ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.



Π. Τσακαλίδης/Τελική Εξέταση - Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς 2

Σχήµα 2: Το καµπαναριό του ϑέµατος 3.

Θέµα 4 - 20 µονάδες. Μας δίνεται το σήµα:

x(t) = 3 + 2 cos(2πt)− sin(3πt− π/4) + 4 cos(6πt + π/3).

(α) Για το σήµα x(t), υπολογίστε την ελάχιστη συχνότητα δειγµατοληψίας, fs, σύµφωνα µε το κρι-
τήριο του Nyquist. Πόσα δείγµατα πρέπει να παίρνουµε ανά δευτερόλεπτο ; Πόσο συχνά πρέπει να
δειγµατοληπτούµε ;

(ϐ) ΄Εστω τώρα ότι σχηµατίσαµε την ακολουθία των δειγµάτων, x[n] = x(nTs), δειγµατοληπτώντας το
σήµα µας κάθε Ts = 1/fs δευτερόλεπτα. Στη συνέχεια δίνουµε αυτή την ακολουθία των δειγµάτων
ως είσοδο σε ένα ιδανικό κατωπερατό ϕίλτρο µε συχνότητα αποκοπής ωc = 2.5π. Σχεδιάστε το σήµα
της εξόδου του ϕίλτρου στο πεδίο του χρόνου.

Θέµα 5 - 30 µονάδες. ΄Εστω δύο αιτιατά ΓΧΑ συστήµατα S1 και S2 των οποίων η λειτουργία
εκφράζεται µέσα από τις διαφορικές εξισώσεις

S1 :
dy(t)
dt

+ y(t) = x(t)

S2 :
dy(t)
dt

+ 2y(t) =
dx(t)

dt
+ x(t)

Θεωρήστε µηδενικές αρχικές συνθήκες.

(α) Υπολογίστε τη συνάρτηση µεταφοράς, H(s), του συνολικού αιτιατού συστήµατος µε ανάδραση
(closed loop) του Σχήµατος 3 και περιγράψτε το πεδίο σύγκλισης. Είναι το σύστηµα ευσταθές ;

(ϐ) Υπολογίστε την κρουστική απόκριση, h(t), του συστήµατος.

(γ) Υπολογίστε την έξοδο του συστήµατος, y(t) αν στην είσοδο εφαρµόσουµε την ϐηµατική συνάρ-
τηση, x(t) = u(t). Σχεδιάστε την έξοδο y(t).

(δ) Είναι το αντίστροφο σύστηµα ευσταθές και αιτιατό ;
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Σχήµα 3: Το σύστηµα του ϑέµατος 5.


