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΄Ασκηση 1.

(α) Για το sin(3πt) η περίοδος είναι T1 =
2
3 ενώ για το cos(4πt) η περίοδος είναι T2 =

1
2 . Το ελάχιστο

κοινό πολλαπλάσιο είναι T0 = 2 , οπότε η ϑεµελιώδης συχνότητα του x(t) είναι ω0 =
2π
2 = π.

Το σήµα µας γίνεται : x(t) = sin(3πt) + cos(4πt) = 1
2j e

j3πt − 1
2j e
−j3πt + 1

2e
j4πt + 1

2e
−j4πt

΄Αρα η σειρά Fourier είναι :

X[k] =



1

2j
για k = 3

− 1

2j
για k = −3

1

2
για k = ±4

0 αλλιώς.

Στο Σχήµα 1 ϕαίνεται το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης του σήµατος.

(α΄) Φάσµα πλάτους (ϐ΄) Φάσµα ϕάσης

Σχήµα 1: Φάσµα πλάτους και ϕάσης του σηµατος της άσκησης 1(α)
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(ϐ) Για το σήµα αυτό T = 1. Εποµένως ω0 = 2π

X[k] =

∫ 1

0
sin(πt)e−jkω0tdt =

1

2j

∫ 1

0
[ejπt − e−jπt]e−jkω0tdt

=
1

2j

∫ 1

0
[ejπt − e−jπt]e−jk2πtdt

=
1

2j

∫ 1

0

[
jπ(1−2k)t − e−jπ(1+2k)t

]
dt

=
1

2j

 1

jπ(1− 2k)
ejπ(1−2k)t

∣∣∣∣∣
1

0

− 1

−jπ(1 + 2k)
e−jπ(1+2k)t

∣∣∣∣∣
1

0


=

1

2j

[
1

jπ(1− 2k)
(ejπ(1−2k) − 1) +

1

jπ(1 + 2k)
(e−jπ(1+2k) − 1)

]
=

1

2j

(
−2

jπ(1− 2k)

)
+

1

2j

(
−2

jπ(1 + 2k)

)
=

1

π(1− 2k)
+

1

π(1 + 2k)

=
1 + 2k + 1− 2k

π(1− 2k)(1 + 2k)

=
2

π(1− 4k2)

Στο Σχήµα 2 ϕαίνεται το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης του σήµατος.

(α΄) Φάσµα πλάτους (ϐ΄) Φάσµα ϕάσης

Σχήµα 2: Φάσµα πλάτους και ϕάσης του σηµατος της άσκησης 1(ϐ)
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(γ) Από το σχήµα έχουµε ότι x(t) = e−t , T0 = 2 , ω0 = π
Η σειρά Fourier γίνεται :

X[k] =
1

2

∫ 1

0
e−te−jkπt =

1

2

∫ 1

0
e−t(1+jkπ)dt

=
1

2

∫ 1

0
e−t(1+jkπ)dt

=
1

2

1

−(1 + jkπ)
e−t(1+jkπ)

∣∣∣1
0

= − 1

2(1 + jkπ)
(e−(1+jkπ) − 1)

=
1− e−(1+jkπ)

2(1 + jkπ)

Στο Σχήµα 3 ϕαίνεται το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης του σήµατος.

(α΄) Φάσµα πλάτους (ϐ΄) Φάσµα ϕάσης

Σχήµα 3: Φάσµα πλάτους και ϕάσης του σηµατος της άσκησης 1(γ)

(δ) Από το σχήµα έχουµε ότι Τ=3 και ω0 =
2π
3 . Κοιτώντας το σήµα στη διάρκεια µιας περιόδου από

t = −1 εώς t = 2 έχουµε ότι :

x(t) =

{
t, −1 ≤ t < 1
−2t+ 3, 1 ≤ t < 2

Βρίσκουµε το X[0]:

X[0] =
1

3

(∫ 1

−1
tdt+

∫ 2

1
(−2t+ 3)dt

)
=

t2

2

∣∣∣1
−1
− t2

∣∣∣2
1
+ 3t

∣∣∣2
1
= 0

Θεωρούµε το σήµα z(t) =
dx(t)

dt
:

z(t) =

{
1, −1 ≤ t < 1
−2, 1 ≤ t < 2
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Οι συντελεστές της σειράς Fourier του σήµατος z(t) είναι :

Z[k] =
1

3

∫ 1

−1
e−jk

2π
3
tdt+

1

3

∫ 2

1
−2e−jk

2π
3
tdt

=
1

3

1

−jk 2π
3

e−jk
2π
3
t
∣∣∣1
−1
− 2

3

1

−jk 2π
3

e−jk
2π
3
t
∣∣∣2
1

=
1

−jk2π
(e−jk

2π
3 − ejk

2π
3 )− 2

−jk2π
(e−jk

4π
3 − e−jk

2π
3 )

= − 1

jk2π
(3e−jk

2π
3 − ejk

2π
3 − 2e−jk

4π
3 )

Από την ιδιότητα της παραγώγισης στο χρόνο γνωρίζουµε ότι :

Z[k]←→ jk
2π

3
X[k]

΄Αρα:

X[k] =
3

4π2k2
(3e−jk

2π
3 − ejk

2π
3 − 2e−jk

4π
3 )

Στο Σχήµα 4 ϕαίνεται το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης του σήµατος.

(α΄) Φάσµα πλάτους (ϐ΄) Φάσµα ϕάσης

Σχήµα 4: Φάσµα πλάτους και ϕάσης του σηµατος της άσκησης 1(δ)
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΄Ασκηση 2.

(α) Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της σειράς Fourier για να αναπαραστήσουµε το σήµα

X[k] = jδ[k − 1]− jδ[k + 1] + δ[k − 3] + δ[k + 3], ω0 = 2π,

έχουµε:

x(t) =
∞∑

k=−∞
X[k]ej2πkt = jej2π(1)t − jej2π(−1)t + ej2π(3)t + ej2π(−3)t

= j(ej2πt − e−j2πt) + (ej6πt + e−j6πt)

= −2 sin(2πt) + 2 cos(6πt)

(ϐ)΄Εχουµε ότι X[k] =
(−1

3

)|k|
, και ω0 = 1. ΄Αρα η αναπάρασταση στο πεδίο του χρόνου ϑα είναι :

x(t) =

∞∑
k=−∞

(
−1
3

)|k|
ejkt =

∞∑
k=0

(−1

3
ejt)k +

∞∑
k=1

(−1

3
e−jt)k

=
1

1 + 1
3e
jt
−

1
3e
−jt

1 + 1
3e
−jt

=
8

10 + 6 cos(t)

(γ)

x(t) =
∞∑

k=−∞
X[k]ejπkt = 2e−j

π
4 ej(−4)πt + ej

π
4 ej(−3)πt + e−j

π
4 ej(3)πt + 2ej

π
4 ej(4)πt

= 4 cos(4πt+
π

4
) + 2 cos(3πt− π

4
)

(δ)

΄Εχουµε ότι : X[k] = e−j2πk, |k| ≤ 4.

x(t) =

4∑
k=−4

e−j2πkej2πkt =

4∑
k=−4

ej2πk(t−1)

= ej2π(−4)(t−1) + ej2π(−3)(t−1) + ej2π(−2)(t−1) + ej2π(−1)(t−1) + ej2π0(t−1)

+ ej2π(t−1) + ej2π2(t−1) + ej2π3(t−1) + ej2π4(t−1)

= e−j8π(t−1) + ej8π(t−1) + e−j6π(t−1) + ej6π(t−1)

+ e−j4π(t−1) + ej4π(t−1) + e−j2π(t−1) + ej2π(t−1) + e0

= 2 cos(8π(t− 1)) + 2 cos(6π(t− 1) + 2 cos(4π(t− 1) + 2 cos(2π(t− 1)) + 1
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΄Ασκηση 3.

Για το x(t) οι συντελεστές Fourier είναι X[k] = −k2−|k| και το ω0 = π.
Επόµενως για τα υπόλοιπα σήµατα µε ϐάση το x(t) έχουµε:

(α) Για το σήµα y(t) = x(3t) οι συντελεστές Fourier ϑα είναι Y [k] = −k2−|k| και ω0 = 3π.

(ϐ) Για το σήµα y(t) = d
dtx(t) οι συντελεστές Fourier γίνονται :

Y [k] = jkω0X[k] = −jkπk2−|k| = −jk2π2−|k|,

όπου ω0 = π

(γ) Για το y(t) = x(t− 1) η αναπαράσταση Fourier γίνεται

Y [k] = e−jkπX[k] = −e−jkπk2−|k|, όπου ω0 = π.

(δ) ΄Εχουµε

y(t) = cos(4πt)x(t) =
1

2
ej4πtx(t) +

1

2
e−j4πtx(t)

Οι συντελεστές Fourier ϑα είναι :

Y [k] =
1

2
X[k − 4] +

1

2
X[k + 4] = −1

2
(k − 4)2−|k−4| − 1

2
(k + 4)2−|k+4|, όπου ω0 = π.

(ε) Το σηµα y(t) = x(t) ? x(t− 1) γράφεται ως y(t) = x(t) ? z(t),όπου z(t) = x(t− 1).
Η αναπαράσταση σε σειρά Fourier του z(t) = x(t− 1) ειναι : Z[k] = e−jkπX[k].
Η σειρά Fourier του y(t) είναι Y [k] = TX[k]Z[k], όπου T = 2 και ω0 = π.
Εποµένως η αναπαράσταση Fourier του σήµατος γίνεται

Y [k] = TX[k]Z[k] = 2e−jkπ(−k2−|k|)

΄Ασκηση 4. ΄Εχουµε ότι : x(t) = −x
(
t− T

2

)
. Η σειρά Fourier του σήµατος δίνεται από την ακό-

λουθη σχέση:

X[k] =
1

T

∫ T

0
x(t)e−jkω0tdt

=
1

T

∫ T/2

0
x(t)e−jkω0tdt+

1

T

∫ T

T/2
x(t)e−jkω0tdt

=
1

T

∫ T/2

0
x(t)e−jkω0tdt+

1

T

∫ T

T/2
−x(t− T

2
)e−jkω0tdt

=
1

T

∫ T/2

0
x(t)e−jkω0tdt− 1

T

∫ T

T/2
x(t− T

2
)e−jkω0tdt
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Θέτω u = t− T
2 και έχω:

X[k] =
1

T

∫ T/2

0
x(t)e−jkω0tdt− 1

T

∫ T/2

0
x(u)e−jkω0(u+T/2)du

=
1

T

∫ T/2

0
x(t)e−jkω0tdt− 1

T
ejkω0

T
2

∫ T/2

0
x(u)e−jkω0udu

=
1

T

∫ T/2

0
x(t)e−jkω0tdt− 1

T
ejπk

∫ T/2

0
x(u)e−jkω0udu

=
1

T

∫ T/2

0
x(t)e−jkω0tdt− (−1)k 1

T

∫ T/2

0
x(u)e−jkω0udu

Παρατηρούµε ότι όταν το k είναι άρτιος αριθµός, το παραπάνω ολοκληρωµα µηδενίζεται. Επο-

µένως έχουµε:

X[k] =

{
1
T

∫ T
2

0 2x(t)e−jkω0tdt για k = περιττός

0 για k = άρτιος

΄Ασκηση 5.

Εάν ϑεωρήσουµε ότι η είσοδος του συστήµατος x(t) είναι της µορφής ejω0t, τότε η έξοδος του

συστήµατος ϑα είναι y(t) = h(t) ? x(t) = H(jω0)e
jω0t. Αντικαθιστώντας τα y(t) και x(t) στη

διαφορική εξίσωση
d
dty(t) + 4y(t) = x(t) έχουµε:

d

dt
(H(jω0)e

jω0t) + 4H(jω0)e
jω0t = ejω0t

jω0H(jω0)e
jω0t + 4H(jω0)e

jω0t = ejω0t

H(jω0) [jω0 + 4] = 1

H(jω0) =
1

jω0 + 4

΄Οµως, για x(t) είσοδο του συστηµατος, από τον ορισµό της σειράς Fourier προκύπτει ότι

y(t) =
∑∞
−∞ akH(jkω0)e

jkω0t. Οι συντελεστές Fourier είναι οι ak και η ϑεµελιώδης συχνότητα

ειναι ω0. Εποµένως για το σήµα y(t) οι συντελεστές Fourier ϑα είναι akH(jkω0).

(α) Για το σήµα x(t) = cos(2πt) έχουµε ω0 = 2π και οι µη-µηδενικοί συντελεστές Fourier είναι

a1 = a−1 =
1
2 . Οπότε οι µη-µηδενικοί συντελεστες του y(t), bk ϑα είναι

b1 = a1H(j2π) =
1

2(4 + jω0)

Και

b−1 = a−1H(−j2π) = 1

2(4− jω0)

(ϐ) Για το σήµα x(t) = sin(4πt) + cos(6πt+ π/4) έχουµε ότι ω0 = 2π και οι µη-µηδενικοί συντελε-

στές του x(t) είναι a2 = a∗−2 =
1
2j και a3 = a∗−3 =

ejπ/4

2 .

Εποµένως οι µη-µηδενικοί συντελεστές του y(t) ϑα είναι
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b2 = a2H(j4π) =
1

2j(4 + j4π)

Και

b−2 = a−2H(−j4π) = − 1

2j(4− j4π)

b3 = a3H(j6π) =
ejπ/4

2(4 + j6π)

Και

b−3 = a−3H(−j6π) = − e−jπ/4

2(4− j6π)

΄Ασκηση 6. (α) Η περίοδος του σήµατος είναι T = 1. Κοιτώντας το σήµα στη διάρκεια µιας

περιόδου από t = 0 εώς t = 1 έχουµε ότι :

x(t) =

{
−4t+ 1, 0 ≤ t < T/2
4t− 3, T/2 ≤ t < T

X[0] =
1

T

∫ T

0
x(t) dt =

∫ 0.5

0
−4t+ 1 dt+

∫ 1

0.5
4t− 3 dt =

−4t2

2
+ t

∣∣∣∣∣
0.5

0

+
4t2

2
− 3t

∣∣∣∣∣
1

0.5

= 0

Για να ϐρούµε τα X[k] ϑεωρούµε το σήµα z(t) =
dx(t)

dt
=

{
−4, 0 ≤ t < T/2
4, T/2 ≤ t < T

΄Αρα έχουµε:

Z[k] =
1

T

∫ 0.5

0
−4e−jkωt dt+ 1

T

∫ 1

0.5
4e−jkωt dt

=

∫ 0.5

0
−4e−jk2πt dt+

∫ 1

0.5
4e−jk2πt dt

=
−4
−jk2π

e−jk2πt

∣∣∣∣∣
0.5

0

+
4

−jk2π
e−jk2πt

∣∣∣∣∣
1

0.5

=
−4
−jk2π

(
e−jkπ − 1

)
+

4

−jk2π

(
e−jk2π − e−jkπ

)
=

4

−jk2π

(
−e−jkπ + 1 + ejk2π − e−jkπ

)
=

4

−jk2π

(
−2e−jkπ + 2

)
=

4

−jkπ

(
−e−jkπ + 1

)
Από την ιδιότητα της παραγώγισης στο χρόνο γνωρίζουµε ότι :

Z[k]←→ jk2πX[k]

΄Αρα:

X[k] =
2

k2π2

(
1− e−jkπ

)
(ϐ) Το x(t) είναι πραγµατικό και άρτιο άρα X[k] = X[−k].

΄Εχουµε ότι :



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2013/Λύσεις Τρίτης Σειράς Ασκήσεων 9

x(t) = X[0] +

∞∑
k=−∞

X[k]ejkω0t µε ω0 = 2π

= X[0] +
∞∑
k=1

X[k]ejkω0t +
−1∑

k=−∞
X[k]ejkω0t

= X[0] +

∞∑
k=1

X[k]ejkω0t +

∞∑
k=1

X[−k]e−jkω0t

= X[0] +
∞∑
k=1

X[k]
(
ejkω0t + e−jkω0t

)
= X[0] +

∞∑
k=1

2X[k] cos(kω0t)

=
∞∑
k=0

B[k] cos(kω0t)

όπου:

B[k] =

{
X[0], k = 0
2X[k], k 6= 0

(γ) Τα Ϲητούµενα διαγράµµατα για τις διάφορες τιµές του J ϕαίνονται στα σχήµατα 5-9:

Σχήµα 5: J = 1
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Σχήµα 6: J = 3

Σχήµα 7: J = 7
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Σχήµα 8: J = 29

Σχήµα 9: J = 99


