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Πράξεις συναρτήσεων
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Ανακοινώσεις

• Όχι φροντιστήριο αύριο (29/9)
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Συναρτήσεις

• Συνάρτηση 𝑦 = 𝑓(𝑥)

– x : ανεξάρτητη μεταβλητή

– y : εξαρτημένη μεταβλητή

• Εναλλακτικά

– 𝑧 = 𝑔(𝑡)

– { 𝑥, 𝑓 𝑥 : 𝑥 ∈ ℝ}

– 𝑓: 𝑥 → 𝑦
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Συναρτήσεις

Μια συνάρτηση 𝑓 από το πεδίο ορισμού 𝐷 στο 
πεδίο τιμών Y είναι ένας κανόνας που αναθέτει 
μια μοναδική τιμή 𝑓(𝑥) ∈ Y για κάθε 𝑥 ∈ D
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Γραφικές Παραστάσεις Συναρτήσεων
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𝑥

𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑥

𝑦 ≠ 𝑓(𝑥)

Κριτήριο 
κατακόρυφης 
ευθείας

(many-to-one) (one-to-many)

This is OK in a function
This is NOT OK in a 

function
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Τμηματικές συναρτήσεις

• Η συνάρτηση απόλυτης τιμής

• 𝑥 = ቊ
𝑥, 𝑥 ≥ 0
−𝑥, 𝑥 < 0

• 𝑓 𝑥 = ቐ
−𝑥, 𝑥 < 0

𝑥2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
1, 𝑥 > 1
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Συναρτήσεις μέγιστου/ελάχιστου ακεραίου

• Συνάρτηση μέγιστου ακεραίου: μέγιστος 
ακέραιος μικρότερος ή ίσος του x

2.5 = 2, 0 = 0, −1.5 = −2

• Συνάρτηση ελάχιστου ακεραίου: ελάχιστος 
ακέραιος μεγαλύτερος ή ίσος του x

2.5 = 3, 0 = 0, −1.5 = −1
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Αύξουσες και Φθίνουσες συναρτήσεις

Έστω η συνάρτηση 𝑓 𝑥 ορισμένη σε ένα 
διάστημα 𝐼 και 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼

• Αν 𝑓 𝑥2 > 𝑓 𝑥1 για κάθε (∀) 𝑥2 > 𝑥1, τότε 
η 𝑓 𝑥 ονομάζεται αύξουσα στο 𝐼

• Αν 𝑓 𝑥2 < 𝑓 𝑥1 για κάθε (∀) 𝑥2 > 𝑥1, τότε 
η 𝑓 𝑥 ονομάζεται φθίνουσα στο 𝐼

Το 𝐼 μπορεί να είναι πεπερασμένο (φραγμένο) ή 
άπειρο (μη φραγμένο)
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Αύξουσες και Φθίνουσες συναρτήσεις

Σε ποια διαστήματα είναι αύξουσες/φθίνουσες 
οι παρακάτω συναρτήσεις

• 𝑦 = −
1

𝑥

• 𝑦 =
1

𝑥
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Άρτιες και Περιττές συναρτήσεις

• Η συνάρτηση 𝑦 = 𝑓(𝑥) είναι

– Άρτια συνάρτηση του 𝑥 αν 𝑓 −𝑥 = 𝑓(𝑥)

– Περιττή συνάρτηση του 𝑥 αν 𝑓 −𝑥 = −𝑓(𝑥)

• Προέλευση

– Σχέση με δυνάμεις του 𝑥

– 𝑦 = 𝑥2 , 𝑦 = 𝑥4 … -> άρτιες γιατί (−𝑥)2= 𝑥2

– 𝑦 = 𝑥1 , 𝑦 = 𝑥3 … -> περιττές γιατί (−𝑥)3= −𝑥3
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Άρτιες και Περιττές συναρτήσεις

• Συμμετρίες

– Οι άρτιες είναι συμμετρικές ως προς y

– Οι περιττές είναι συμμετρικές ως προς (0,0)
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Άρτιες και Περιττές συναρτήσεις

• Παραδείγματα

– 𝑓 𝑥 = 𝑥3 + 𝑥

– 𝑓 𝑥 = 3

– 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 1
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Συνήθης συναρτήσεις

Γραμμικές 

𝑓 𝑥 = 𝑚𝑥 + 𝑏 όπου 𝑚 (κλίση) και 𝑏 σταθερές 
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Συνήθης συναρτήσεις

Συναρτήσεις δυνάμεων

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑎 όπου 𝑎 σταθερά
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Συνήθης συναρτήσεις

Συναρτήσεις δυνάμεων

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑎 όπου 𝑎 σταθερά
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𝑓 𝑥 = 𝑥−1 𝑓 𝑥 = 𝑥−2
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Συνήθης συναρτήσεις

Συναρτήσεις δυνάμεων

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑎 όπου 𝑎 σταθερά
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𝑓 𝑥 = 𝑥
1
2 𝑓 𝑥 = 𝑥

1
3 𝑓 𝑥 = 𝑥

3
2 𝑓 𝑥 = 𝑥

2
3
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Συνήθης συναρτήσεις

Πολυωνυμικές συναρτήσεις
𝑝 𝑥 = 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0

𝑛 μη αρνητικός ακέραιος (βαθμός)

𝑎0, 𝑎1, …., 𝑎𝑛 πραγματικές σταθερές 
(συντελεστές)
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Συνήθης συναρτήσεις

Ρητές συναρτήσεις

𝑓 𝑥 =
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
όπου 𝑝(𝑥), q(𝑥) πολυώνυμα
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Συνήθης συναρτήσεις

Αλγεβρικές συναρτήσεις

• Πολυώνυμα και αλγεβρικές πράξεις
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Συνήθης συναρτήσεις

Τριγωνομετρικές συναρτήσεις
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Συνήθης συναρτήσεις

Εκθετικές συναρτήσεις

𝑓 𝑥 = 𝛼𝑥 όπου 𝑎 > 0 και 𝑎 ≠ 1 σταθερά
−∞,∞ → (0,∞)
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Συνήθης συναρτήσεις

Λογαριθμικές συναρτήσεις

𝑓 𝑥 = log𝛼 𝑥 όπου 𝑎 > 0 και 𝑎 ≠ 1 σταθερά
(0,∞) → −∞,∞

22



ΗΥ-110 2023

Πράξεις συναρτήσεων

Έστω η 𝑓 𝑥 με πεδίο ορισμού D(𝑓) και η 𝑔 𝑥
με πεδίο ορισμού D(𝑔). 

Για κάθε x ∈ D(𝑓) ∩ D(g), ορίζουμε τις 
𝑓 + 𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥)
𝑓 − 𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥

𝑓𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥 𝑔(𝑥)
𝑓

𝑔
𝑥 =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
ό𝜋𝜊𝜐 𝑔(𝑥) ≠ 0

𝑐𝑓 𝑥 = 𝑐𝑓 𝑥 ό𝜋𝜊𝜐 𝑐 𝜎𝜏𝛼𝜃𝜀𝜌𝑎
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Πρόσθεση συναρτήσεων
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Παράδειγμα

Έστω οι 𝑓 𝑥 = 𝑥 και 𝑔 𝑥 = 1 − 𝑥 με πεδία 
ορισμού 𝐷 𝑓 = [0,∞) και 𝐷 𝑔 = (−∞, 1]. 

Τα κοινά σημεία ορισμού D(𝑓) ∩ D g = [0,1]
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Παράδειγμα
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Μετατόπιση συναρτήσεων

• Κατακόρυφη μετακίνηση: y = 𝑓 𝑥 + 𝑘
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Μετατόπιση συναρτήσεων

• Οριζόντια μετακίνηση: y = 𝑓 𝑥 + ℎ
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Μετατόπιση συναρτήσεων
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Αλλαγή κλίμακας

Για 𝑐 > 1

• 𝑦 = 𝑐𝑓 𝑥 επιμηκύνεται κατακόρυφα κατά 𝑐

• 𝑦 =
1

𝑐
𝑓 𝑥 συμπιέζεται κατακόρυφα κατά 𝑐

• 𝑦 = 𝑓 𝑐𝑥 συμπιέζεται οριζόντια κατά 𝑐

• 𝑦 = 𝑓
1

𝑐
𝑥 επιμηκύνεται οριζόντια κατά 𝑐
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Αλλαγή κλίμακας
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Αλλαγή κλίμακας

Για 𝑐 = −1

• 𝑦 = −𝑓 𝑥 ανάκλαση ως προς άξονα 𝑥

• 𝑦 = 𝑓 −𝑥 ανάκλαση ως προς άξονα 𝑦
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Παράδειγμα

Έστω η συνάρτηση 𝑓 𝑥 : 0,2 → [0,1]

Να βρεθούν τα πεδία ορισμού και τιμών των 
ακολούθων συναρτήσεων

• 𝑓 𝑥 + 2 𝑓(−𝑥)

• 2𝑓(𝑥) −𝑓 𝑥 + 1 + 1

• −𝑓(𝑥)
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Σύνθετες συναρτήσεις

Έστω οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑔, τότε η σύνθετη 
συνάρτηση 𝑓 ∘ 𝑔 («𝑓 σύνθεση 𝑔») ορίζεται ως

ℎ 𝑥 = 𝑓 ∘ 𝑔 𝑥 = 𝑓(𝑔 𝑥 )

με πεδίο ορισμού τους αριθμούς x του πεδίου 
ορισμού της 𝑔 για τους οποίους το 𝑔 𝑥 ανήκει 
στο πεδίο ορισμού της 𝑓.
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Σύνθετες συναρτήσεις

Αν το χ ανήκει στο πεδίο ορισμού της g και το g(x) στο 
πεδίο ορισμού της f, τότε οι f και g μπορούν να 
συντεθούν
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Παράδειγμα

Αν η 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 5 και η 𝑔 𝑥 = 𝑥2 − 3

• 𝑓 𝑔(𝑥)

• 𝑓 𝑔(0)

• 𝑔 𝑓(𝑥)

Έστω οι 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 και h 𝑥 = 4 − 𝑥

• 𝑓 𝑔(ℎ(𝑥))
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Γωνίες
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Γωνίες

• Τις μετράμε σε μοίρες ή ακτίνια (radians)

– 1 μοίρα ↔ 
𝜋

180
≈ 0.017ακτίνια

– 1 ακτίνιο ↔ 
180

π
≈ 57.3 μοίρες
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μοίρες

ακτίνια
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Κανονική θέση γωνιών
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Σύμβαση μέτρησης γωνιών
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Τριγωνομετρικοί αριθμοί
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sin 𝜃 : ημίτονο,    cos 𝜃: συνημίτονο,    tan 𝜃 : εφαπτομένη
csc 𝜃 : συντέμνουσα sec 𝜃: τέμνουσα cot 𝜃: συνεφαπτομένη
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Τριγωνομετρικοί αριθμοί

Σχέσεις 

• tan 𝜃 =
sin 𝜃

cos 𝜃

• csc 𝜃 =
1

sin 𝜃

• sec 𝜃 =
1

cos 𝜃

• cot 𝜃 =
1

tan 𝜃
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Περιοδικότητα

Μια συνάρτηση λέγεται περιοδική αν υπάρχει ένα 
θετικός αριθμός 𝑝 για τον οποίο 𝑓 𝑥 + 𝑝 = 𝑓(𝑥) για 
κάθε 𝑥. Ο μικρότερος τέτοιος αριθμός 𝑝 ονομάζεται 
περίοδος
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Τριγωνομετρικές ταυτότητες

• cos2𝜃 + sin2𝜃 = 1

• cos2𝜃 =
1+cos 2𝜃

2

• sin2𝜃 =
1−cos 2𝜃

2

• cos (A + B) = cos A cos B - sin A sin B

• sin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B
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Ειδικές ανισότητες

Για γωνία 𝜃 σε ακτίνια

• − 𝜃 ≤ sin 𝜃 ≤ 𝜃

• − 𝜃 ≤ 1 − cos 𝜃 ≤ 𝜃
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𝜃 sin 𝜃 cos 𝜃 1 − cos 𝜃

0 0 1 0

𝜋

4
≈ 0.785 0.707 0.707 0.292

𝜋

2
≈ 1.570 1 0 1

𝜋 ≈ 3.14 0 1 0

−
𝜋

2
≈ −1.570 -1 0 1
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Μετασχηματισμοί τριγωνομετρικών γραφικών 
παραστάσεων
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𝑦 = 𝑎𝑓 𝑏 𝑥 + 𝑐 + 𝑑 𝑓(𝑥) = 𝐴 sin
2𝜋

Β
𝑥 − 𝐶 + 𝐷

πλάτος

περίοδος οριζόντια 
μετατόπιση

Κατακόρυφη 
μετατόπιση
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Whiteboard
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