
Διάλεξη 9

Γραμμικοποίηση, Διαφορικά, Ακρότατα

1



Ανακοινώσεις #1
Αύριο
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Ανακοινώσεις #2

Επόμενη εβδομάδα

Τρίτη 31/10: φροντιστήριο

Πέμπτη 2/11 και Παρασκευή 3/11: διάλεξη

Πρόοδος

Σάββατο 25/11 στις 14:00

Παράδοση ασκήσεων
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Πεπλεγμένες συναρτήσεις

Τυπικές μορφές συναρτήσεων είναι οι y = f (x), που εκφράζει ότι
η τιμής της y εξαρτάται από τις τιμές του x
Μια άλλη κατηγορία συναρτήσεων είναι οι πεπλεγμένες

συναρτήσεις που εκφράζονται από τις εξισώσεις F (x , y) = 0.

▶ y5 − y = x

▶ x2 + y2 − 25 = 0
Η παράγωγος μπορεί να βρεθεί χωρίς να λύσουμε τις εξισώσεις

ως προς y , μέσω της παραγώγισης πεπλεγμένων συναρτήσεων.
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Παραγώγιση πεπλεγμένων συναρτήσεων

1. Παραγωγίζουμε κάθε μέλος της εξίσωσης ώς προς x ,
θεωρώντας τη μεταβλητή y ως διαφορίσιμη συνάρτηση του x

2. Συγκεντρώνουμε όλους τους όρους που περιέχουν την

παράγωγο dy/dx στο ένα μέλος και επιλύουμε ως προς
dy/dx
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Παράγωγος ώς ρυμθός μεταβολής

Ο στιγμιαίος ρυμθός μεταβολής της f ως προς x στο x0 είναι η
παράγωγος

f ′(x0) = λιμh→0
f (x0 + h)− f (x0)

h

υπό την προϋπόθεση ότι το όριο υπάρχει.

▶ Ταχύτητα u(t) = ds
dt = λιμ∆t→0

f (t+∆t)−f (t)
∆t

▶ Επιτάχυνση a(t) = du
dt = d2s

dt2
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Συναφείς ρυθμοί

΄Ενα αερόστατο που ανυψώνεται κατακόρυφα από επίπεδη

περιοχή εντοποίζεται από μια συσκευή radar που απέχει 150m
από το σημείο απογείωσης.

Την στιγμή που η γωνία ανύψωσης είναι π/4, ο ρυθμος αύξησης
αυτής της γωνίας είναι 0, 14rad/min.
Πόση είναι η ταχύτητα ανύψωσης του αερόστατου;
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Γραμμικοποίηση
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Γραμμικοποίηση ή Γραμμική Προσέγγιση

Αν η f είναι διαφορίσιμη στο x = a, τότε η προσεγγιστική
συνάρτηση

L(x) = f (a) + f ′(a)(x − a)

είναι η γραμμικοποίηση της f στο a. Η προσέγγιση f (x) ≈ L(x)
είναι η κανονική γραμμική προσέγγιση της f στο a και το a το
κέντρο της προσέγγισης

Σημείωση

Εφαπτομένη: y − y0 = f ′(x0)(x − x0)
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Παράδειγμα

▶ Να βρεθεί η γραμμικοποίηση της f (x) = cos x στο σημείο
a = π

2

▶ Να βρεθεί η γραμμικοποίηση της f (x) = 2x2 + 4x − 3 στο
σημείο a = −1

11



Γραμμική προσέγγιση δυνάμεων και ριζών

Για x ≈ 0 τότε (1+ x)k ≈ 1+ kx
Να βρεθεί η γραμμική προσέγγιση της

√
1+ x κοντά στο μηδέν.
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Διαφορικά

΄Εστω y = f (x) διαφορίσιμη συνάρτηση.

▶ Το διαφορικό dx είναι μια ανεξάρτηση μεταβλητή

▶ Το διαφορικό dy είναι μια εξαρτημένη μεταβλητή που
ισούται με dy = f ′(x)dx
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Διαφορικά
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Εκτιμήση σε χρήση διαφορικών

΄Εστω ότι γνωρίζουμε την τιμή μιας διαφορίσημης συνάρτησης

f (x) σε ένα σημείο a και θέλουμε να δούμε πόσο θα αλλάξει
αυτή η τιμή αν μετακινηθούμε στο a+ dx .
Αν το dx = ∆x είναι μικρό, τότε το ∆y ≈ dy , δηλαδή
f (a+ dx) = f (a) + ∆y . Η διαφορική προσέγγιση μας δίνει
f (a+ dx) ≈ f (a) + dy όταν dx = ∆x
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Σφάλμα διαφορικής προσέγγισης

΄Εστω η συνάρτηση f (x) διαφορίσημη στο x = a και έστω
dx = ∆x μια μικρή μεταβολλή του x .

▶ Πραγματική μεταβολλή του f (x) είναι
∆f = f (a+∆x)− f (a)

▶ Διαφρορική εκτίμηση της μεταβολλής είναι df = f ′(a)dx
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Σφάλμα διαφορικής προσέγγισης

Αν η y = f (x) είναι διαφορίσιμη στο x = a και το x μεταβάλλεται
από a σε a+∆x , η μεταβολή ∆y της f δίνεται από την σχέση

∆y = f ′(a)∆x + ϵ∆x

όπου ϵ → 0 καθώς ∆x → 0
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Παράδειγμα

▶ Αν η ακτίνα ενός κύκλου αυξηθεί από a = 10m σε 10.1m,
πόσο θα αυξηθεί το εμβαδόν;

▶ ΄Εστω η f (x) = x3 − x στο x0 = 1 και dx = 0.1. Να
υπολογιστούν τα ∆f , df και το σφάλμα προσέγγισης. Για
dx = 0.2
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Ολικά ακρότατα

΄Εστω f (x) συνάρτηση με πεδίο ορισμού D. Η f (x) αποκτά την
απόλυτα μεγαλύτερη τιμή της (ολικό ή απόλυτο μέγιστο) στο

σημείο c του Π.Ο, αν

f (x) ≤ f (c) ∀x ∈ D

και την απόλυτα μικρότερη τιμή της (ολικό ή απόλυτο ελάχιστο)

αν

f (x) ≥ f (c) ∀x ∈ D
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Θεώρημα ακροτάτων

Αν η f είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα
[
a, b

]
, τότε έχει

ολικό μέγιστο M και ολικό ελάχιστο m στο
[
a, b

]
.

Δηλαδή υπάρχουν αριθμοί x1 και x2 τέτοιοι ώστε
f (x1) = m, f (x2) = M και m ≤ f (x) ≤ M για κάθε άλλο
x ∈ [a, b]
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Παράδειγμα
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Τοπικά ακρότατα

▶ Η συνάρτηση f (x) έχει τοπικό μέγιστο σε ένα σημείο c εντός
του πεδίου ορισμού της D, αν f (x) ≤ f (c) για κάθε x ∈ D
που ανήκει σε κάποιο ανοικτό διάστημα που περιέχει το c .

▶ Η συνάρτηση f (x) έχει τοπικό ελάχιστο σε ένα σημείο c
εντός του πεδίου ορισμού της D, αν f (x) ≥ f (c) για κάθε
x ∈ D που ανήκει σε κάποιο ανοικτό διάστημα που περιέχει
το c .
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Παράδειγμα
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Θεώρημα πρώτης παραγώγου για τοπικά ακρότατα

Αν η f έχει τοπικό μέγιστο ή ελάχιστο σε ένα εσωτερικό σημείο
c του Π.Ο της και αν η f ′(x) ορίζεται στο c τότε f ′(c) = 0

▶ ¨Ενα εσωτερικό σημείο του Π.Ο μιας συνάρτησης f όπου η
f ′(x) = 0 ή δεν ορίζεται λέγεται κρίσιμο σημείο της f
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Παράδειγμα
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Εύρεση ολικών ακροτάτων

Για να βρούμε τα ολικά ακρότατα μια συνεχούς συνάρτησης f
σε ένα πεπερασμένο κλειστό διάστημα

1. Βρίσκουμε τα κρίσιμα σημεία στο διάστημα

2. Υπολογίζουμε τις τιμές στα κρίσιμα σημεία και στα άκρα

3. Πέρνουμε την μέγιστη/ελάχιστη τιμή
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Παράδειγμα

Να βρεθούν τα ακρότατα των παρακάτω συναρτήσεων

▶ f (x) = x2 στο [−2, 1]
▶ g(t) = 8t − t4 στο [−2, 1]
▶ f (x) = x2/3 στο [−2, 3]

27



whiteboard
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