
Διάλεξη 15: Υπολογισμός εμβαδών και όγκων

στερεών
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Ανακοινώσεις

▶ (προαιρετική*) Πρόοδος Σάββατο 25/11/2023, στις 14:00

▶ ΄Υλη - ΄Ορια Παράγωγοι lectures 1− 11 (κεφάλαια 1,2,3
και 4 Thomas Calculus 14th edition)

▶ Θα είναι διαθέσιμα τα δύο αμφιθέατρα, τα αναγνωστήρια
και κάποιες αίθουσες Α.

▶ Η εξέταση είναι με κλειστά βιβλία/σημειώσεις.

▶ Μπορείτε να έχετε ένα «απλό» κομπιουτεράκι.

▶ Ο βαθμός της πρόοδού λαμβάνεται υπόψιν μόνο αν βοηθάει
στην τελική βαθμολογία.
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Εμβαδόν χωρίου μη αρνητικής συνάρτησης

Αν η y = f (x) είναι μη αρνητική και ολοκληρώσημη στο κλειστό
διάστημα [a, b], τότε το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη
y = f (x) στο [a, b] είναι το ολοκήρωμα της f από a έως b

A =

∫ b

a
f (x)dx
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Ολικό εμβαδόν

Το εμβαδόν είνα πάντα θετικός αριθμός.

▶ Αν η συνάρτηση f (x) είναι θετική, τότε A =
∫ b
a f (x)dx

▶ Αν η συνάρτηση f (x) είναι αρνητική, τότε A = −
∫ b
a f (x)dx
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Ολικό εμβαδόν

1. Υποδιαιρούμε το διάστημα σε υποδιαστήματα που

ορίζονται από τα σημεία μηδενισμού

2. Ολοκληρώνουμε σε κάθε διάστημα

3. Προσθέτουμε τις απόλυτες τιμές
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Εμβαδά μεταξύ καμπυλών
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Εμβαδά μεταξύ καμπυλών

Αν οι f και g είναι συνεχής με f (x) ≥ g(x) παντού στο [a, b],
τότε το εμβαδόν του χωρίου μεταξύ των καμπυλών y = f (x) και
y = g(x) από το a έως το b είναι το ολοκλήρωμα της (f − g)
από το a έως το b

A =

∫ b

a
[f (x)− g(x)]dx
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Παραδείγματα

Να βρεθεί το εμβαδόν του χώρου ανάμεσα στην y = 2− x2 και
y = −x

Να βρεθεί το εμβαδόν του χώρου στο 1 τεταρτημόριο που

φράσσεται από πάνω από την y =
√
x , από κάτω από τον

άξονα x και την ευθεία y = x − 2
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Παραδείγματα

Να βρεθεί το εμβαδόν του χώρου ανάμεσα στην y = 2x2 και
y = x4 − 2x2

9



Εμβαδά μεταξύ καμπυλών

Ολοκλήρωση ως προς y

΄Εστω η δεξιά καμπύλη είναι η f και η αριστερή η g

A =

∫ d

c
[f (y)− g(y)]dy
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Παραδείγματα

Να βρεθεί το εμβαδόν του χώρου στο 1 τεταρτημόριο που

φράσσεται από πάνω από την y =
√
x , από κάτω από τον

άξονα x και την ευθεία y = x − 2.

Να βρεθεί το εμβαδόν του χώρου που φράσσεται από την

x = y2 − y και την x = 2y2 − 2y − 6.
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Παραδείγματα

Να βρεθεί το εμβαδόν του χώρου στο 1 τεταρτημόριο που

φράσσεται την y = 3
√
x και την y =

√
x
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Receiver Operating Characteristic (ROC ) curve
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Διάτμηση με παράλληλα επίπεδα
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Διάτμηση με παράλληλα επίπεδα
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Υπολογισμοί όγκων

Ο όγκος ενός στερεού με ολοκληρώσημο εμβαδόν διατομής A(x)
από x = a έως x = b είναι το ολοκλήρωμα

V =

∫ b

a
A(x)dx

Υπολογισμός όγκου στερεού

▶ Σχεδιάζουμε το στερεό και μια τυπική διατομή

▶ Βρίσκουμε ένα τύπο για το A(x) μιας τυπικής διατομής

▶ Βρίσκουμε τα όρια ολοκλήρωσης

▶ Ολοκληρώνουμε την συνάρτηση A(x)
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Παραδείγματα
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Στερεά εκ περιστροφής

Εβαδόν δίσκου: A(x) = π[R(x)]2
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Υπολογισμός όγκου (μέθοδος των δίσκων)

Εμβαδόν διατομής : A(x) = π(R(x))2

΄Ογκος για περιστροφή γύρω από τον άξονα x

V =

∫ b

a
A(x)dx =

∫ b

a
π[R(x)]2dx
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Στερεά εκ περιστροφής
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Μέθοδος των δίσκων: περιστροφή γύρω από y

Εμβαδόν διατομής : A(y) = π(R(y))2

΄Ογκος για περιστροφή γύρω από τον άξονα y

V =

∫ d

c
A(y)dy =

∫ d

c
π[R(y)]2dy
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Στερεά εκ περιστροφής
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Παράδειγμα

Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που παράγεται από την

περιστροφή ως προς x = 3 του χωρίου που κείται μεταξύ της
παραβολής x = y2 + 1 και x = 3
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Στερεά εκ περιστροφής: μέθοδος δακτυλίων
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Υπολογισμός όγκου: μέθοδος δακτυλίων

Εξωτερική ακτίνα: R(x)
Εσωτερική ακτίνα: r(x)
Εμβαδόν διατομής : A(x) = π(R(x)2 − r(x)2)

΄Ογκος για περιστροφή γύρω από τον άξονα x

V =

∫ b

a
A(x)dx =

∫ b

a
π([R(x)]2 − r(x)]2)dx
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Παράδειγμα

Το χωρίο που φράσσεται από την y1 = x2 + 1 και την
y2 = −x + 3 περιστρέφεται ως προς τον άξονα x και παράγει
ένα στερεό. Να βρεθεί ο όγκος του.
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Παράδειγμα

Το χωρίο που φράσσεται από την y1 = x2 και την y2 = 2x στο
πρώτο τεταρτημόριο περιστρέφεται ως προς τον άξονα y και
παράγει ένα στερεό. Να βρεθεί ο όγκος του.
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whiteboard
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